Teildruck
Die Verkaufsauflage erscheint
unter der ISBN 978-3-12-

Lambacher Schweizer

Mathematik fiir Gymnasien

///////}}/////

“

Losungsheft

Bayern



Quellennachweis

Abbildungen: Alamy stock photo, Abingdon (Images & Stories), 00.1; imprint, Zusmarshausen, 1.1; 1.2; 1.3; 1.4; 1.5; 1.6; 1.7; 1.8; 1.9; 2.1; 2.2; 2.3; 2.4;
2.5;31;3.3;3.4;41;4.2; 4.3; 4.4;51; 5.2; 5.3; 5.4; 5.5; 5.6; 7.1; 8.1; 8.2; 8.3; 9.1; 9.2; 10.1; 10.2; 14.1; 14.2; 151; 15.2; 15.3; 15.4; 16.1; 16.2; 16.3; 17.1; 20.1;
20.2; 20.3; 211; 22.1; 22.2; 23.1; 23.2; 23.3; 23.4; 23.5; 23.6; 23.7; 24.1; 24.2; 24.3; 25.1; 25.2; 26.1; 26.2; 271; 27.2; 28.1; 28.2; 28.3; 28.4; 29.1; 29.2;
29.3; 29.4; 30.1; 30.2; 30.3; 31.1; ShutterStock.com RF, New York (Bachkova Natalia), 00.2; Uwe Alfer, Kraksmala, Alsterbro, 3.2; 6.1; 7.2; 7.3; 11.1; 11.2;
121;15.5; 15.6; 18.1; 18.2; 18.3; 18.4.

Die Reihenfolge und Nummerierung der Bild- und Textquellen im Quellennachweis erfolgt automatisch und entspricht u. U. nicht
der Nummerierung der Bild- und Textquellen im Werk. Die automatische Vergabe der Positionsnummern erfolgt in der Regel von links oben
nach rechts unten, ausgehend von der linken oberen Ecke der Abbildung.

543 21
1. Auflage 1 | 2029 28 27 26 25

Alle Drucke dieser Auflage sind unveréndert und kdnnen im Unterricht nebeneinander verwendet werden.
Die letzte Zahl bezeichnet das Jahr des Druckes.

Das Werk und seine Teile sind urheberrechtlich geschiitzt. Das Gleiche gilt fiir die Software und das Begleitmaterial. Jede Nutzung

in anderen als den gesetzlich zugelassenen oder in den Lizenzbestimmungen genannten Féllen bedarf der vorherigen schriftlichen
Einwilligung des Verlages. Hinweis § 60a UrhG: Weder das Werk noch seine Teile diirfen ohne eine solche Einwilligung eingescannt
und/oder in ein Netzwerk eingestellt werden. Dies gilt auch fir Intranets von Schulen und sonstigen Bildungseinrichtungen.
Fotomechanische, digitale oder andere Wiedergabeverfahren nur mit Genehmigung des Verlages.

Jede 6ffentliche Vorfiihrung, Sendung oder sonstige gewerbliche Nutzung oder deren Duldung sowie Vervielfaltigung (z.B. Kopieren,
Herunterladen oder Streamen) und Verleih und Vermietung ist nur mit ausdrticklicher Genehmigung des Ernst Klett Verlages erlaubt.
Nutzungsvorbehalt: Alle Rechte, auch fiir Text- und Data-Mining (TDM), Training fiir kiinstliche Intelligenz (KI) und dhnliche Technologien,
sind vorbehalten.

Lehrmedien/Lehrprogramm nach §14 JuSchG

© Ernst Klett Verlag GmbH, Roteblihlstrafie 77, 70178 Stuttgart 2025. Alle Rechte vorbehalten. www.klett.de
Das vorliegende Material dient ausschliefilich gem&fd §60b UrhG dem Einsatz im Unterricht an Schulen.

Autorinnen und Autoren: Christine Altmann, Manfred Baum, Martin Bellstedt, Dr. Dieter Brandt, Gerhard Brustle, Heidi Buck (1),
Glinther Dopfer, Prof. Rolf Durr, Prof. Hans Freudigmann, Inga Giersemehl, Herbert Gotz, Dieter Greulich, Dr. Frieder Haug,

Manfred Herbst, Edmund Herd, Maren Herrmann, Prof. Detlef Hoche (1), Thomas J6rgens, Thorsten Jirgensen-Engl, Christine Kestler,

Dr. Michael Kolle, Andreas Konig, Hans-Georg Kosuch, Prof. Dr. Detlef Lind, Peter Neumann, Dr. Johannes Novotny, Marion Rauscher,

Rolf Reimer, Dr. Wolfgang Riemer, Dr. Rebecca Roy, Alexander Ruf, Kathrin Ruf-Oesterreicher, Rudiger Sandmann, Prof. Dr. Torsten Schatz,
Hartmut Schermuly (1), Prof. Reinhard Schmitt-Hartmann, Ulrich Schonbach, Caroline Seibold, Dr. Maximilian Selinka, Raphaela Sonntag,
Heike Spielmans, Michael Stanzel, |6rg Stark, Andrea Stiihler, Barbara Sy, Thomas Thiessen, Dr. Heike Tomaschek, Prof. Dr. Ingo Weidig,
Alexander Wollmann, Dr. Peter Zimmermann, Prof. Manfred Zinser, Arnold Zitterbart

Entstanden in Zusammenarbeit mit dem Projektteam des Verlages.

Gestaltung: Petra Michel, Amberg

Titelbilder: Geb&ude: Alamy stock photo, Abingdon (Images & Stories);
Vogel: ShutterStock.com RF, New York (Bachkova Natalia)

Satz: imprint, Zusmarshausen

Printed in Germany | H ‘
ISBN 978-3-12-735033-3 9ll783

1

271350333



Lambacher Schweizer

Mathematik fiir Gymnasien

)
O
(o]
™)

\©

Losungen

Bayern

bearbeitet von
Manfred Herbst
Alexander Ruf
Caroline Seibold

Ernst Klett Verlag
Stuttgart - Leipzig - Dortmund



(o]

|

1
2
3
4
5
6
7

8

Flacheninhalt und bestimmtes Integral
Das bestimmte Integral
Das bestimmte Integral als Flachenbilanz und die Integralfunktion
Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Stammfunktionen und Integrale
Flacheninhaltsberechnungen mit dem Integral
Uneigentliche Integrale
Das Integral als Gesamténderung einer Gréfie
Volumen von Rotationskdrpern

Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen
Exkursion: Partielle Integration

L1
L1
L4
L7
L10
L14
L17
L19
L22
L25
L31



Schulbuchseiten 6-8

(o}
I Flacheninhalt und bestimmtes
Integral
. 5
y
1 Das bestimmte Integral b) [ xdx=1-5-5-125
Seite 6 ° T
o o N
Einstiegsaufgabe y=x
Der Flacheninhalt A, l@sst sich mit der Formel fur den 2T
Fldcheninhalt eines Trapezes A = %(a +¢)-h bestimmen: 1T
Ag=2(05+2)2-25. >
Der Flacheninhalt A; ldsst sich naherungsweise bestim- 33t
men, indem man den Flacheninhalt durch Abzahlen von -1 :
Kastchen abschatzt, oder durch Berechnung von Teil- c) J(—%x) dx
flacheninhalten mithilfe von Trapezen, Dreiecken oder -4 4
Rechtecken. = %(2 +0,5)-3=375 3|
Seite 8 12T
(o] o y=-3X
3 T
1 a) _[f(x)dx=5-5=25 G 5 d 8 o 3
2 -4 -3 -2 -1 0

oder Abzahlen von
K&stchen

3
b) [ f(x)dx
2

-1(3+4)-5-175
oder Abzahlen von
Késtchen

3
) _[f(x)dx
2

31 ﬁr_y
-34-4+311-85
2 1
oder Abzahlen von 3
K&stchen 1+ Gy L 1
| | X y=-3xt4
2 19 1 2 3 Ly
X
———
O 1.2 3 4 5 6.7 8 9 1 1 12

4
2 a) [27dx=7-27-189
-3

y=27

T : : T T 0
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1--2- -3 4 5 6

I Flacheninhalt und bestimmtes Integral L1



Schulbuchseite 9

Seite 9
(o]

3 a) Mogliche Flachenaufteilung:

1

Eine Mathematiksoftware liefert J(—%XQ + 3) dx =12.
I3

b) Mogliche Flachen-
aufteilung: vgl. Abbildung.
Aufgrund der Symmetrie
des Graphen gilt

3

[(x =12+ 2)dx = 2:A; + A,
0

A=3(2+3)1=25

A, =2(B3+6)1=45

((x =12+ 2)dx

O—w

~2-25+45=95.

3
Eine Mathematiksoftware liefert J((x -1)2+2)dx = 9.
0

c) Mogliche Flachen- y=-x3 y
aufteilung: vgl. Abbildung.
,2 7__
Es gilt J(—x3)dx Al
0
0
=- J(—x3)dx >
-2 4+
== (A + A+ A
3__
-14.8-=
Ar=51-8=4 3 sl Ll
1 1 1_9
=501+ (-(3)) 3% 11
_1.1.1_ 1 A A
As=2287% : 2 0‘3: :
- -31-2-1 12
i 9,1 \

--2 43 s

Eine Mathematiksoftware liefert J(—x3) dx = -4.
0

L2 | Flacheninhalt und bestimmtes Integral

4 Das Integral B gehort zur Flache unter dem Graphen
Gy, denn Gy ist eine mit dem Faktor 0,5 gestreckte und
um 1 nach links verschobene Normalparabel. Ein még-
licher Term der zugehdrigen Funktion ist f(x) = 0,5(x + 1)2.
Die Flache ist im Intervall [-1;1] markiert.

Das Integral G gehort zur Flache unter dem Graphen G,

L . . _ . 3_
denn G, ist eine Gerade mit der Steigung m = -7 =-0,75

und dem y-Achsenabschnitt t =1. Ein moglicher Term
der zugehdrigen Funktion ist g(x) = —%x + 1. Die Flache

ist im Intervall [-2; 0] markiert.

Das Integral | gehdrt zur Flache unter dem Graphen G,,,
denn G, ist eine Hyperbel mit einer senkrechten
Asymptote mit der Gleichung x =1,5 und einer waage-
rechten Asymptote mit der Gleichung y = 0,5. Ein
moglicher Term der zugehdrigen Funktion ist

h(x) = % +0,5. Die Flache ist im Intervall [-1; 1]
markiert.

Das Integral F gehort zur Flache unter dem Graphen G;,
denn G; ist der Graph einer Exponentialfunktion und
schneidet die y-Achse in Sy(O [1). Ein moglicher Term der
zugehdrigen Funktion ist i(x) = e"%>%. Die Flache ist im
Intervall [-1,5; 0,5] markiert.

5 1
5 a) Esist IBxdx+J3xdx=0, denn es gilt
1 5

5

J3xdx = -j3xdx.
1 5

b -a Ski .
b) Esist sz dx = _[xzdx e

a b y
aufgrund der Symmetrie
des Graphen zur y-Achse
und der betrachteten In-
tervalle.

NI

—b—aoab

V2 a
c) Esist J%x4dx=0, da Jf(x)dx= 0 gilt (untere
\E a

Grenze des Integrals gleich obere Grenze).

b 3n
d) Esist Jsin(x)dx = _[sin(x)dx, da die Funktion
0 2n

f: x > sin(x) periodisch mit Periode 27 ist. Die Intervalle
[0; 1] und [2m; 37| sind gleich grof? und um 27 ver-
schoben.

e) Esist Skizze:

n

0 2
J cos(x)dx = J cos (x) dx
n 0

2 N

aufgrund der Symmetrie M /a0l TN ]
des Graphen zur y-Achse AN A ‘ N/
und der betrachteten

Intervalle.

5 5 5 2 2
f) Esist Jde—J3dx= J3dx+J3dx= Jde.
2 2 2 5 2



9 a) Annéherung mit drei Rechteckflachen

(Untersumme): szdx 1-02+1-12+1-22= Z K2=5

Annaherung mit sechs Rechteckflachen (Untersumme)

+2,52) = ki 1(%) = 6,875.

ijdx~o,5(o2+o,52+... %3 (5

0
Anndherung mit zwdlf Rechteckflachen (Untersumme):
3

1"
[x2dx = 02507+ 0252+ ... + 2,759 = 3 1(X)? =23
0 k:O
=79.

b) Individuelle Lésung, z.B.:

X [y=2
fx
n=12 [
+
a=?

Untersumme = 7,91

3 3
10 a) () [fxdx= [((x-1)2+05)d
-1 -1

NI=

||
— Nl

2 J.g(x)d 2cos(x)dx

n

N
= Nl=

N

2n
3) J h(x)dx = J (sin(x) + 2)dx
0 0

b) (1) Der Graph G ist eine um 1 in x-Richtung und um
0,5 in y-Richtung verschobene Normalparabel und somit
symmetrisch zur Geraden mit der Gleichung x = 1. Die
markierte Flache ist daher symmetrisch zu dieser Gera-
den und somit sind die beiden angegebenen Integrale
gleich.

(2) Der Graph G ist symmetrisch zur y-Achse. Daher ist
jedes Integral tiber [-a; 0] gleich dem Integral tiber

[0; a] und somit sind die beiden angegebenen Integrale
gleich.

(3) Der Graph Gy, ist der um 2 in y-Richtung verschobene
Graph der Funktion f: x — sin(x).

Schulbuchseiten 9-10
o

Da Jsm =0 gilt, kann der Integrand

h: x = sin(x) + 2 durch den Integranden x +— 2 ersetzt
werden.

c) (1) Schatzung:
Zweimal etwa 14,5 Kast-
chen, also 29 Kastchen. Da
eine Flacheneinheit vier
Kastchen entspricht, er-
halt man

3 3
f(x)dx = 2- | f(x)dx |

-L l -2 10 12 3
=~ 29:4 = 725,

Naherungsweise Bestimmung:

3 3

Jf(x)dx = 2-Jf(x)dx

-1 1
=2-(AM+ A+ A;)

A, = %(0,5 +0,75)-0,5 = 0,3125

- 2(0,75+1,5)-0,5 = 0,5625
As=3(15+45)1=3

3
[ f(0dx =2-(0,3125 + 0,5625 + 3) = 7,75

(2) Schatzung: y
Zweimal etwa 5 Kastchen,

also 10 Kéastchen. Da ein G
Késtchen einer Flache
von % entspricht, erhalt . 0 i

12+ 1,5)-% = 043757
A,=5-5+15=01875m

I

[ gx)dx = 2: (043757 + 041875 ) = 1,257 = 3,93

-2
(3) Schatzung: 8-4 =32 Kastchen. Da ein Kastchen
einer Flache von % entspricht, erhalt man

2n 2n
[ndx = [2dx=32-F=4m=124 (mit n=3).
0 0

y
3__
Gy,

o
INEE =

2n
h()dx= [ 2dx=2m-2 =47 = 1257
0

oy

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral L3



Schulbuchseiten 10-14

d) Eine Mathematiksoftware liefert:

(1)j x)dx =733, @ [gxdx=4 und

3) j h(x)dx = 12,57.
0

1" Individuell(z Losung, z.B.:

0
a) [0; 4] und Jde b) [-4; 0] und J(—x dx
0 24
y y
y=-X
3+ 3+
y=2
2 2
1+ T
1 1 1 1 X 1 1 1 1
o 1. 2 3 4 5 5 -4 -3 -2 10
¢) [15;55] und d) [-3;1] und
55 1
I(x—’l,S)dx J|x+3|dx
15 3
y
3T y=x-15
2__

o ¥ 2 3 4 5]
1t -
4 -3 9

13 Damit die Funktion f integrierbar ist, muss sich der
Inhalt der Flache zwischen dem Graphen von f und der
x-Achse Uber einem Intervall [a; b] als der gemeinsame
Grenzwert von Unter- und Obersumme fiir dieses Inter-
vall bestimmen lassen (Anndherung durch eine Summe
von Rechteckflacheninhalten).
Man betrachtet beispielsweise das Intervall [0;1].
Fir den Grenzwert der Untersumme gilt E)nj U,=0,

n oo

da in jedem beliebig kleinen Teilintervall auf der x-Achse
eine irrationale Zahl x; liegt, fur die f(x;) = 0 gilt. Alle
beliebig schmalen Rechtecke haben folglich bei Annahe-
rung von unten die Hohe h = 0.

Fur den Grenzwert der Obersumme gilt lim O, =1,
n—+oo

da in jedem beliebig kleinen Teilintervall auf der x-Achse
eine rationale Zahl x, liegt, fur die f(x,) =1 gilt. Alle
beliebig schmalen Rechtecke haben folglich bei An-
ndherung von oben die Héhe h =1.

Entsprechend l&sst sich fir jedes beliebige Intervall

[a; b], a, beR, zeigen, dass kein gemeinsamer Grenz-
wert von Unter- und Obersumme existiert.

Die Funktion f ist daher nicht integrierbar.

L4 | Flacheninhalt und bestimmtes Integral

2 Das bestimmte Integral als Flachenbilanz
und die Integralfunktion

Seite 11
o
Einstiegsaufgabe
2
[3xdx=22:1=1
0

Die zugehorige orange markierte Flache mit dem

Flacheninhalt 1 befindet sich oberhalb der x-Achse.

Die Flache zwischen G; und der x-Achse im Intervall

[-2; 0] ist die rot markierte Flache. Man konnte sie
0

dem Integral J%xdx zuordnen. Da diese Flache eben-
2

so den Flacheninhalt 1 hat, aber unterhalb der x-Achse

liegt, kbnnte man dem zugehdrigen Integral den Wert -1

zuordnen.

Seite 14
o

1 Fehler im 1. Druck der 1. Auflage des Schulbuches.
Bei Aufgabe 1 b) muss der Graph zu y = -x2+ 4 abge-
bildet sein.

4
a) J%dx

2
b) J(—x2 + 4)dx

-2

5 j(——1) d) }eX—OB

2
~A,+A,=-03+08=05
f(x)dx=A,+A;=08+29=37
f(x)dx=A;-A,=29-11=18

0
3
d) [F0dc=-A+ A, + A, - A,
-2 =-03+08+29-11=23

-(5-3)=-15

b) [(-x+1dx =
-2
3

) J(le -2)dx =

-2

§9)- (292
_(%.4.2) + (%.1.1) =-35

4
4 a) [(-15)dx=-(7-15)=-105

-3

2
) dex =0 (Symmetrie des Graphen des Integranden)
-2



4
0 [xdx-0+3@2+4-2-6
-2

5 6 7
6
0 [-an=-(6:9)--s
0
y=-3x y |
—=4—=3—=2—|10 : é é t=4 é I =7 zls
_1__
_2__
_3__

1

1

y y=2t+1

|||== O
—6—5—4—3—2j}/ 12 3 4 5 6
_’I__

7
f) J(%u - 1) du =0 (Symmetrie des Graphen des
1

Integranden)
y

2 J(gu-1>du=_i

= -(-(3(15+025)-5)) = 4375

(%u —’l)du

Schulbuchseite 14
o

0 [Gr-t)on=- (x-)en

- (-(3@+13) +0) - 45

5 Die Integralfunktion I, mit I,(x) = Jf(t) dt istim Inter-
1

vall [1; 3] monoton zunehmend, da der Graph von f mit
der x-Achse in diesem Intervall eine Fldche oberhalb der
x-Achse einschliefit. Folglich gehért G5 zu 1.

6 Mit ,die Flache” ist im Folgenden stets die Flache zwi-
schen dem Graphen des Integranden und der x-Achse ge-
meint. Die genannten Erlduterungen kdnnen individuell
variieren.

9
a) J(—x4 +2)dx <0
7

Der Graph des Integranden verlauft im Intervall [7; 9]
unterhalb der x-Achse.

4
b) [tdt<0
5

Der Graph des Integranden ist punktsymmetrisch zum
Ursprung, verlauft fir t <0 unterhalb der t-Achse und
fir t> 0 oberhalb der t-Achse. Somit hat die Flache im
Intervall [-5; 0] unterhalb der t-Achse einen groReren
Flacheninhalt als die Flache im Intervall [0; 4] oberhalb
der t-Achse.

;
c) J exdx >0

-10
Der Graph des Integranden verlauft oberhalb der x-Achse.

47
d) J sin(u)du=0
0

Der Integrand ist periodisch mit Periode 27. Im Intervall
[0; 21| ist der Inhalt der Flache oberhalb der u-Achse
gleich dem Inhalt der Fléche unterhalb der u-Achse.

3
e) [(-x*-Ndx<0
-3
Da der Graph der Funktion f mit f(x) = -x3 punktsym-
3
metrisch zum Ursprung ist, gilt J(—xg') dx = 0. Verschiebt
-3

man den zugehdérigen Graphen um -1 in y-Richtung, ver-
grofiert sich die Flache unterhalb der x-Achse, die Flache
oberhalb der x-Achse verkleinert sich.

-1
) [(-(t+22+4)dt>0
-3

Der Graph des Integranden ist eine nach unten gecffnete
Normalparabel mit dem Scheitelpunkt S(-2]4) und den
Schnittpunkten mit der t-Achse (-4|0) und (0]0). Er
verlduft im Intervall [-3; -1] oberhalb der t-Achse.

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral L5
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-5 0
g) J(-ex +Ndx = - J(—ex +1)dx <0

0 5
Wird der Graph der Funktion h: x — e* an der x-Achse
gespiegelt und um 1 in y-Richtung verschoben, so geht er
durch den Ursprung und verlauft fir x <0 oberhalb der
x-Achse. Dies ergibt den Graphen der Funktion

0
f: x > - e*+1. Damit gilt J(—ex+’l)dx>0.
n 5

3
h) f(—cos(u))du <0

-3
Der Graph des Integranden verlauft im Intervall [—%; %]
unterhalb der u-Achse.

Seite 15

7 Individuelle Lésung, z.B.:

a) a=-1und b=1

Allgemein: a = -b.

b) a=-2 und b=0

Allgemein: a+1=-1-b.
c)a=2und b=6

Allgemein: a-4=4-b.
d)a=-mund b=n

Allgemein: a=b - 2kmn, kez\{0}.
e)a=-2und b=2

Allgemein: a =-b.

f) a=-3 und b=3

Allgemein: a=-h.

g)a=1und b=3

Allgemein: a-2=2-b.
hya=-mund b=n

Allgemein: a=b - 2km, kez\{0}.

8 a) 1,(1) = 0 ist wahr, da die untere Grenze a einer
Integralfunktion I, stets eine Nullstelle von I ist.

b) I,(x) <0 fur xe[2; 3] ist falsch, da der Graph G; mit
der t-Achse im Intervall [2; 3] eine Flache oberhalb der
x-Achse einschliefit.

o) L(0) <0 ist wahr, da der Graph G; mit der t-Achse im
Intervall [0;1] eine Flache oberhalb der t-Achse ein-
schlie3t, hier aber ,nach links” integriert wird, d.h., die
obere Integrationsgrenze ist kleiner als die untere.

d) 1,(=1) = 1,(3) ist falsch. Die Flachen zwischen G; und
der t-Achse haben in den Intervallen [-1;1] und [1; 3]
zwar den gleichen Flécheninhalt, aber I, (-1) ist negativ,
da die obere Integrationsgrenze kleiner ist als die untere.
e) I, besitzt eine Nullstelle in ]3; +oo[* ist wahr, da

[,(1) =0 ist, I, fur 1<x <3 zunimmt sowie positive Funk-
tionswerte annimmt und fiir x >3 nur noch abnimmt.
Die Fléche, die G; im Intervall |3; x| mit der t-Achse
einschliefit, liegt unterhalb der t-Achse und ihr Flachenin-
halt wird grofier als der der eingeschlossenen Flache im
Intervall [1; 3].

12 a) Der Graph von f mit f(x) = cos(x) ist punktsym-
metrisch zu (%|0) Da die Integrationsgrenzen symme-

trisch zu x = % liegen, hat das Integral den Wert null.

b) Der Graph von f mit f(x) = x2 ist achsensymmetrisch
zur y-Achse. Da die Integrationsintervalle symmetrisch zu
x =0 liegen, sind beide Integrale gleich grofs.

L6 | Flacheninhalt und bestimmtes Integral

O

c) Der Graph von f mit f(x) = 3x2 ist achsensymmetrisch
zur y-Achse. Da die Integrationsgrenzen symmetrisch zu

0 4
x=0 liegen, gilt J 3x2= J 3x2 und damit
4 0

4 4
J3x2dx = 2-J3x2dx.
24 0

d) Der Graph von f mit f(x) = (x - 2)3 ist punktsymme-
trisch zu (2]0), da er aus dem Graphen der Funktion h
mit h(x) = x3 durch Verschiebung um 2 in x-Richtung
entsteht. Da die Integrationsgrenzen symmetrisch zu

x =2 liegen, hat das Integral den Wert null.

X
13 Die Integralfunktion I, mit Iy(x) = Jf(t) dt istim
0

Intervall [0;1] zunehmend, da der Graph von f mit der
x-Achse in diesem Intervall eine Flache oberhalb der
x-Achse einschlief3t.

Folglich gehort G, nicht zu I,

Der Inhalt der Flache, die der Graph von f im Intervall
[0; 1] mit der x-Achse einschlief3t, ist kleiner als 1 (K&st-
chen zahlen). Folglich gilt mit 1,(0) = 0: [,(1) <.

Daher gehdrt G; nicht zu I,. Der gesuchte Graph ist folg-
lich G,.

Seite 16
o} o
b
14 a) _[2dx= b-2
0
2b=7 & b=35
b
b) [xdx=3bb
0
%b2=8 & b2=16 & b=-4 oder b=4
b
) J 5x3dx =0
-3
Damit das Integral gleich null ist, muss b =3 sein, da
der Graph des Integranden punktsymmetrisch zum Ur-
sprung ist, oder b =-3.
b
d) Isin(x)dx =0
0
b=k-2m, ke€Z, dader Graph G des Integranden peri-
odisch mit Periode 2t verluft und im Intervall [0; 27|
die von G und der x-Achse eingeschlossenen Flachen
oberhalb und unterhalb der x-Achse den gleichen Fl&-
cheninhalt haben.
15 a)
N y
fx 7 Gf
% 1 1 1 1 1 1 X
8 6 -4 -2/0 2 \Na 6 8
_2__
-4 1

b) Individuelle Losung, z.B.:

I,(1) =1,83; 1,(3) = 4,5 1,(5) =-0,83; [,(-1)=-0,83

¢) Hier wird ,nach links" integriert, d.h., die obere Inte-
grationsgrenze ist kleiner als die untere. Daher ist der



Wert [,(-1) negativ bei einer zugehdrigen eingeschlos-
senen Flache oberhalb der x-Achse.

d) Die von G; und der x-Achse eingeschlossene Flache
liegt im Intervall [0; 3] oberhalb der x-Achse, d.h., 1, ist
in [0; 3] streng monoton zunehmend. Die von G und
der x-Achse eingeschlossene Flache im Intervall [3;b],
b >3, liegt unterhalb der x-Achse. Daher ist [, in [3; b]
streng monoton abnehmend. Somit hat [, bei x =3 ein
lokales Maximum.

e)
y
X h-12
—_— 4+
fx

f)
¥ y
k b=3 | x x f%x GLW
—_—% x 4+ 3 i
fx c=-2 x [« )33‘ x
—— 5 ¥ x
| |d7-3 x| % & x
R s A oL 2 x
= RV ACIHE
- | | Y4 ACEE L
8 | -6 | -4 k-0 4 . 6 8
x 3 L
); i XQ( >; .3
X X X
£ x| %
X -4 5 x
XW%;( -

Die Graphen von I_; und I; entstehen aus dem Graphen
von I durch Verschiebung in y-Richtung.

Alle drei Graphen haben daher ein Maximum bei x =3
und ein Minimum bei x = -1. Sie zeigen alle das gleiche
Monotonieverhalten und fiir jeden Wert von x haben alle
Graphen die gleiche Steigung.

Es gilt also Ij(x) =1;(x) -c=15(x) +d und

Io () =17,(x) = I5(x).

Die jeweiligen Schnittpunkte der Graphen mit den Koor-

dinatenachsen sind verschieden, d.h., die Lage der Gra-
phen im Koordinatensystem ist unterschiedlich.

16 Die Funktionswerte von [ sind im Intervall [-7; 0[
positiv, da hier ,nach links" integriert wird.
Die Flache zwischen G; und der x-Achse liegt in diesem

0
Intervall unterhalb der x-Achse. Daher gilt Jsin(t)dt <0
X
X
fur x& [-m; 0] und somit I5(x) =Jsin(t)dt >0 fir
0

x€[-m; 0] (obere Grenze ist kleiner als untere Grenze).

Schulbuchseiten 16-19

o
19
1 1 1 X
3 -2 1.0 1 2
2
I Va4 - x2dx =%n-22 =2m=6,3
-2
3 Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung
Seite 17
o o
Einstiegsaufgabe
10
a) [(-0,9x+9)dx=2:10-9 = 45
0
b) Fiir x&[0; 10]:
X
a() = [(-09t+9)dt
0
=2(9-(-0,9x+9)) -x + (-0,9x + 9)-x
=2(9+(-09%+9)) x = -0,45x2 + 9x
Fir x >10:
X
a() = [(-0,9t+9)dt = 45 - (3(x - 10) (-(-0,9x + 9)))
0
=-0,45x2 + 9x
Fir x <0:
X
a(0) = [(-09t +9)dt
0
=~ (3((-09x+9) = 9)-(-x) + 9-(-x))
= - (3((-0,9% + 9) +9) -(-x)) = -0,45x2 + 9x
Die Funktion a mit a(x) = -0,45x2 + 9x ist eine Stamm-
funktion von f.
Seite 19
o o

4
1 a) J2xdx= [x?]5=42-0=16
0

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral L7



Schulbuchseite 19

W [ (e x)ax =[x+ D]
-4

=%.2,53 +%.2,52 - ( (-4)3 +%(_4)2) - 403

48

SN

4
4
2 a) IatZdt=[%at3]_2=%a-43—%a(—2)3=24a
22

5
b) Jadx= [ax]?=a-5-a-1=4a
7

-1a-24-1a(-24=0

Z 2
0 Jau3du = Hau“]_2
2

1
;
d) _La"tzdt = [%a“tﬂ_1 = %a‘“’l3 -13
i 1.,]? 1
3 a) lxdx= [5x2]0=— - 0=522
%22=18 & 72=36 @ z=6,da z>0
z
b) [4xdx = [2x2]2 = 222 -2-12= 222 - 2
1
222—2 30 @ 722=16 & z=4,da z>0
0 jzxdx = [x]1 =102 - 22 =100 - 22
100-22=19 @ 72=81 & z=9,da z>0
2z
d) [o4dx=1[04x]22=04-22-0=082
0
08z=8 < z=10
4 Anna vergisst ein Minus vor (-2)2 beim Einsetzen der
unteren Grenze.
Ben rechnet richtig.
Catharina vergisst ein Minus vor (-2)2? beim Einsetzen der
unteren Grenze.

Dennis vergisst jeweils ein Minus vor (-1)2 und vor (-2)2
beim Einsetzen der Grenzen.

1

Tf =T(3t2+t-2)dt
0
[ §x2—2x

%tz—Zt] =x3+

6 a) f(x)=x3-x
c) f'(x) =sin(x)

b) f'(x) = %x - 3x2
d) f'(t) =

3 3
9 a) J(Zx—1)2dx=J(4x2—4x+’l)dx=
1 1
4 4
=§.33_2.32+3_ (§.13_2.12+1)

=82
3

4.3 _ 942 ]3
[3x 2x+x1

4
b) [ (-x(x2-3x+2))dx

4
f -x3+3x2-2x)dx
_4 -

[_,Xz; £33 - Xz]
_Z.44 + 43 - 42

(584 + (-4 - (-4p)
=128

-4

L8 I Flacheninhalt und bestimmtes Integral

-1 2
0 [(x2(16x -12) + 2)dx = - [ (16x3 - 12x2 + 2)dx
2 -1
- [4x% - 4x3 + 2x]2,

- _(4.24 -4-23+2-2
- (@D =413+ 2(-1)
=-30

10 a) F(x)=0 fiir x=-1 und x=5

b) f(x)=0 fir x=-1 und x=3
c) f(x)>0 fur xe]-1; 3]
d) f(x) <0 fur x€|1; +oo|
e) jf F()=2-1=1

f) GF ist rechtsgekrimmt in [1; 3]. Somit ist

F'(x) =f'(x) < 0in [1;3] und damit die Funktion f streng
monoton abnehmend in [1; 3]. Folglich gilt f(1) < f(3)
nicht.

2
1 a J%xdx= [%xz]:=%-22—%(—4)2=—%
4

y
2
y=-2u+2
A1=3’_ 1——
1 1 1 1 1 A2=IA3 1 1 1 1 y
6 -5 -4 -3 -2 -1 9 1 3 4 5 ¢
_’I__
_2__
-2
o [ast+05)dt= j(15t+05 --[2e2+] t]
1
3 1 3 1 3
=‘(Z'1 r31- (3622+3(-2)) =
y =15t+05
2 y *




25
d) _L(—XZ +2)dx = [—%x3 + 2x]f'25

--1.25342:25- (-3(-22+2(-2))

T T T : T 0 T :
-6 -5 -4 -3 -2/ -1 1 2 | 34 5 6
M T Az
_2__
—3+ 9
3 A= (M*A3)=3
_4__

Seite 20
o

12 a) F(x) = —x+%= -x+2-x71
F(x)=-1-2-x2=-1 —X—22

J(-1-3)dx=F(-1) - F(-2)
MR RPN

b) F(t)zztzh

iy 2 2@t N =262 4te2-4t_ 2
e T e T - T
4

2 24 8
[Giapat-FO-FOI- 555 -0-5

c) F(x)=x2-sin(-x)
F'(x) = 2x-sin(-x) + x2-cos(-x)-(-1)
= x(2sin(-x) - xcos(-x))

N

x(2sin(-x) - xcos(-x))dx = F(-1) - F(-2)

1] ’\'J%

(=12-sin(1) - (-2)?-sin(2) = sin(1) - 4sin(2) = -2,8

13 a) F(x)=x2+2

x2+2=0 o x2=-2. Diese Gleichung hat keine Losung.
= Die Funktion F besitzt keine Nullstelle und kann folg-
lich keine Integralfunktion sein.

G(x) = x2 - 3x

x2-3x=0 & x(x-3)=0 & x=0 oder x=3

= Die Funktion G besitzt zwei Nullstellen und kann folg-
lich eine Integralfunktion sein.

H(x)=3%0

= Die Funktion H besitzt keine Nullstelle und kann
folglich keine Integralfunktion sein.

b) Da jede Integralfunktion I, (x) eine Nullstelle bei x = a
besitzt, muss eine Stammfunktion einer Funktion minde-
stens eine Nullstelle besitzen, damit sie auch eine Inte-
gralfunktion dieser Funktion sein kann.

14 a) F(0) =2 ist wahr, da G die y-Achse in (0]2)
schneidet.

b) Da eine Integralfunktion eine Nullstelle besitzen muss,
kann F keine Integralfunktion von f sein. Die Aussage ist
falsch.

c¢) Da die Funktion G die Nullstelle x =0 und zwei wei-
tere Nullstellen besitzt, ist sie eine Integralfunktion von f.

Schulbuchseiten 19-20
o

2
d) [fx)dx=F(@2)-F(-2)=0<2
)

Die Ungleichung ist falsch.
e) F(-2)=04 und f(-2)=0 = F(-2)+f(-2)=0,4 <1
Die Ungleichung ist falsch.

In(2)
15 a) | f®dx=F(n(2)-F0)=2-15=05

o

-1 075
b) [ fdx=- [ f(xdx = - (F(0,75) - F(-1)

0,75 -1

~-(0,2-16) = 14
05
o | fx)dx=F(05) -F(-15=16-08=08
-15
0,5
d) [ f0dx=F(05)-F(-15)=03-1=-07
-15

16 a) [,(x) = J3t2dt= (], =x3-(-23=x3+8
-2

Man erhélt also die Integralfunktion 1_,: x +» x3 + 8.
Nullstelle: [.,(x)=0 & x3+8=0 & x=-2.

Extrema: I',(x) =0 & 3x2=0 & x=0.

An der Stelle x =0 liegt kein VZW vor; also hat die Funk-
tion 1_, keine Extremstellen.

X
X
b) I,(x) =Jt3dt = Ht“]z = %x“ - %-24 =%x4 -4
2

Man erhdlt also die Integralfunktion I,: x — %x" - 4.

Nullstellen: I,(x) =0 & %x‘*—4=0 o x4=16

& x=-2 oder x=2.
Extrema: I,(x)=0 & x*=0 & x=0.
An der Stelle x =0 liegt ein VZW vor; also hat die Funk-

tion 1, an dieser Stelle eine Extremstelle.
X

O Los( = | (-8t+Ndt=[-4t2+t]%,
-05
=-4x2+x-(-4(-05)2-05) =-4x2+x+15
Man erhélt also die Integralfunktion
Los: X+ —4x2+x+15.
Nullstellen: I_y5(x) =0 & -4xZ+x+15=0

-1-V1+24 -1+V1+24 -1-5
-8

& X = oderx=T<:>x=T

oder x=% & x=0,75 oder x=-0,5

Extrema: I'),(x) =0 & -8x+1=0 & x= %.
An der Stelle x = % liegt ein VZW vor; also hat die Funk-
tion I, s an dieser Stelle eine Extremstelle.

17
y G
A=M-(b-a) f
o /
b
/\ /A=If(x)dx
/ / %/A=m~(b—a)
/x=a ' 0 I x=b

Die dunkel schraffierte Flache hat stets einen kleineren
Inhalt als die Flache zwischen G; und der x-Achse in

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral L9



Schulbuchseiten 20-23

[a; b] und die hell schraffierte Flache hat stets einen
grofleren Inhalt als die Flache zwischen G; und der
x-Achse.

b
Somit gilt m(b -a) = Jf(x)dx =M(b - a).

a
Gilt f(x) =0 im Intervall [a; b], sogilt m=0, M=0

sowie Jf(x) dx = 0 und man erkennt mithilfe einer
a

Skizze analog der zum Fall f(x) = 0, dass

b

Jf(x) dx

a

=<|m-(b - a)| giltbzw. m-(b - a) = | f(x)dx.

e— o

)dx| bzw.

b
Analog erhélt man [M-(b - a)| = || f(x
a

b
Jf(x)dx =M-(b -a) und damit
a

b
m-(b - a) SIf(x)dx =M-(b - a).
a

Nimmt die Funktion f im Intervall [a; b] sowohl posi-
tive als auch negative Funktionswerte an, gilt M >0
und m < 0. Man betrachtet die Flachenbilanz und erhalt

b
wieder m-(b - a) = Jf(x)dx =M-(b - a).

a
Die Gleichheit gilt jeweils flir konstante Funktionen f mit
f(x) =c.

22
18 a) Esist [,(22) = Jf(t) dt = 0, da im Intervall

0
[0; 2,2] der Inhalt der Flache zwischen G; und der
x-Achse unterhalb der x-Achse etwa gleich dem Inhalt der
Flache zwischen G; und der x-Achse oberhalb der x-Achse
ist.

45 22 45
b) Esist (4,5 = [ f(dt= [ f®dt+ [f(t)dt=4, da
0 0 2,2

im Intervall [2,2; 4,5] der Inhalt der Flache zwischen G;
und der x-Achse etwa 4 ist.

©)

Seite 21
o o
19 a) Eine Stammfunktion F der Funktion f hat ein Mini-
mum an der Stelle x,, wenn gilt: Die Ableitung F'=f hat
die Nullstelle x, mit VZW von - nach +.

Folglich hat jede Stammfunktion von f ein Minimum an
der Stelle x =0.

b) Die Integralfunktion I, der Funktion f hat ein lokales
Maximum an der Stelle x€ [0; 4], wenn gilt: Die Ablei-
tung IE) =f hat die Nullstelle x mit VZW von + nach -.
Folglich hat I, ein lokales Maximum an der Stelle x = 2,5.

L10 1 Flacheninhalt und bestimmtes Integral

¢) Individuelle L6sung, z.B.:

Gy

X
| | |

6-a=d-—-8"T

22 Esist f(x) = ; sz >0 firalle xeR.
Somit ist die Flache zwischen dem Graphen von f und

der x-Achse stets oberhalb der x-Achse und es gilt

J1+t2dt>0fur x>a, I,( L t2dt <0 fur

x<a und I,(a)=0.
Die Integralfunktion I, (x) hat folglich nur die Nullstelle
X = a.

b

23 Jf(x)dx + Tf(x)dx =

a b c

4 Stammfunktionen und Integrale

Seite 22
(o] (o]
Einstiegsaufgabe
(1) F(x) = e2x+x2 ist eine Stammfunktion von
7) f(x)=2e2x+2x.
3) F(x) = %cos(B X) + 1t ist eine Stammfunktion von
(8) f(x) =-sin(3x).
(5) F(x) = Vx + 3x ist eine Stammfunktion von
.
2) f(x) = i +3.
Seite 23
(o] (o]
1 a) F(x)=x*+ x5
1 10 1
b)f()_*o _F ,IOXZ’—'IOX4
1 10 1 10
F() =56%° + 33X =55%° + 35

¢) F(x) = 3sin(x) - 332
A

d) fx) =55+ s'n[fx) = %x‘z + %sin(x)

5.8 51536 _5
F(x)=Zxs-5x1=2 <
dax X1 x_1.2
f) f(x)=3e*-F=3e*-3x
Tax_ 13
F(x) = 3% - gx

g) f(x) =sin(x) —%=sin(x) —2-%
F(x) = -cos(x) - 2In|x|



RALRESE Y
F) = 2lnlxl + 3x 1= 2inlxl + 2

2 a) F:x»—)—%x‘6+§x2

b) Fizio -273
<) F:tn—>—et+k72t2
d) ko Tk+Vu
Fik o 5ok2 + Vuk
e) F:w—)—%sin(x)

f) Fire %r3r5 +25a%°r

4mn
3 a) J cos(x)dx = [sin(x)]g" =sin(4m) -sin(0) =0

-1 -1

b) J(—Zx‘3 +3x73)dx = Jx‘3dx = [—%x‘z]:

2¢ gy —j W= [1x3]”

0

e) J\/Zx de— o
- 1289 —0=%=1637§

4 4
— 4
f) J‘ﬁdx=’[x‘%dx= [%x%]2=%\/43 -%VZ =153
2

2

;
4 a) Jl e05xdx = [e05%]] = 05 - e0 = Ve -1

1
J = [Inlx2+ 4], =In(5) - In(5) =0
21

3) Jsm 0,5x)dx = [-2cos(0,5x)] 2"
= -2cos(m) + 2cos(0) = 4

2
d) [@x+3pdx=[fx+31]
1
-3(2:2+3)4-4(2:1+3)4=222
33 33 33 33
5 a) J 5x2dx - 10 J%xzdx = J 5x2dx - J 5x2dx =0
-1 1 21 ]
1 1
b) J(x -2VX2+ 4)dx + ZJ\/XZ + 4dx
0
= (x-2Vx2+ 4 +2Vx2 + 4) dx J =[%x2]1

MIA 0%4

-0=05

-12 0,
37 4
l v ] Jox= [Lo= nbd = @ - 1n)

w%b

Schulbuchseiten 23-24
o

Seite 24
o
6 (A) Es wurde ein Faktor & 5 vergessen. Entweder der
Faktor <, wobei a die Ableitung der inneren Funktion von
fist, oder der Faktor —, wobei n der Exponent der
dufleren Funktion von f ist.

Korrekt: F(x) =442 (4x +3)* = o5 (4x + 3)*.
(B) Es wurde mlt n-1 gerechnet statt mit n +1, wobei
n der Exponent der dufieren Funktion von f ist.

Korrekt: f(x) = =2(x+1)72
2 2
FO) =5 +1)" )
(C) Es wurde der Faktor mt vor x bei der inneren Funktion
vergessen.
Korrekt: F(x) = —sm(nx)
(D) Ist a die Ableitung der inneren Funktion, so muss bei
der Bestlmmung eines Terms der Stammfunktion mit

dem Faktor 5 multipliziert werden. Hier wurde mit 5 statt
mit + multlpllZlert

Korrekt: F(x)=x2+ ge5x.

_2 _
(x+ 1)

9 f(x)=-5+3(x2+1) = -6x2+3x2+3
(-6t72+3t2+3)dt = [6t71 + 3 + 3]}

+x3+3x—(g+23+3-2)

Il
+
x

w
+
w
x

I
N
~N

&
—
fa
[}
X |oy X \c\ N ——x

Man erhalt also die Integralfunktion
L x = &+ x3+ 3x - 17.

b) F(x) = —+x3+3x+c

F2)=17 & 5+23+3-2+c=17 = c=0
= F:xn—>g+x3+3x

Fx) =0 & §+x3+3x=0 & 6+x4+3x2=0
Substitution: x2=z.

\l9 24 -3+V9-24

72+3z2+6=0 & z= oder z = 5

Es gibt keine Losung, da 9 24 = -15 < 0 ist. Da die
Stammfunktion F keine Nullstelle besitzt, kann sie keine
Integralfunktion sein. Eine Integralfunktion muss minde-
stens eine Nullstelle besitzen.

¢) Individuelle Lésung, z.B.:

Man stellt die Graphen zu F(x) + ¢ mithilfe einer
dynamischen Mathematiksoftware dar.

X c=0 Ly
—_— -+
fx
i 20+ 53
= Y= tX°+3x+c
10+
Il Il Il Il Il Il Il Il X
S [ [ 2[4 [0 [ 1[5 [ 34

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral L 11



Schulbuchseite 24

y
X c=-10 Ly
+ -
fx
HH 204+
10+
y=%+x3+3x+c
Il Il Il Il Il Il Il IX
NN NN
-10+
-204+
X =10 Ly
+ -+
fx 6
y=~ +x3+3x+c
% X
20+
EZ
10+
Il Il Il Il IX
_z EREERERN'

Folglich hat die Funktion F mit F(x) +c = g +x3+3x+cC
mindestens eine Nullstelle fir ¢ =10 oder fir ¢ =-10

und kann fiir diese Werte von c als Integral geschrieben
werden.

10 Uberpriifung mit einer geeigneten Mathematiksoft-
ware: individuelle Losung (bei allen Teilaufgaben).
1,2
a) J’(Bx2 -x+2)dx =
-2
=123 -3:122+2:12 - ((-2)* - 5(-2)2 + 2(-2))

12
3_1y2 ]
[x X5+ 2x|_,

276 _
" = 17,408

b)J ( +22)dz—3[5ln|z|+zz]5
=3(5In(5) + 52 - (5In(1) + 12))
=15In(5) + 72 = 96,14

4
c) %x(2 +t)2dx = HXZ(Z + t)z][_‘4 =0

4 4
d) [V2x+adx= [ (@x+aydx =[5 (2x+4)%]
2 2
- W@ s+ 4P -2 2+ 47 =631

0 [(E3)e-

)- (-3+21(3)))

V

45
~[(2t2+2)dt=-[-2+2tl].”
3

(

10

L12 | Flacheninhalt und bestimmtes Integral

f) f(—x3 +2eX)dx = ['ZX4 +2eX ]

-3

;
3

- -J+2e1- (-3(-3)4 + 2e73)
=20+2-%~2064

22+22+‘I 2242z +1

4
g) 2122 4, - _[ 2+2z dz =-[ln|z2+ 2z + 1|4
1
-(In(42+8+1) - In(4)
ln(25)+ @) = n(5) =-183
h) J6 ehx-1. @2xdy = J6 e6x1dx = [e6x1)%5 = 2 - &7
—e2—17~739

2 _ 2 3
4x-e2¥+dx = § [e2x +1]1

3
i) J%x'ezxz”dx =
1

00\—\
A%w

- 1e® - e3) =~ 22310285

ool—\

)

i J(% + 25in(x)) dx = [In|x| = 2cos (x)|}
! =In(m) -2cos(n) - (In(1) - 2cos (1))

=In(m) + 2+ 2cos(1) = 4,23
K T ot dt—T 3t - }
)1t2+1 S )
=In(17) - In(2) = In(8,5) = 214
- 0
)} J(1_2)()2dx=—f2(1—x)‘zdx——[Z(’I—x)‘ﬂo2
0 -2

12 a) F(x) = (x+2)3+c
F(O)=1<:>§23+c=1<:>c=1—§=—%
= F:xn—>%(x+2)3—%

b) F(x)=Ilnlx +1 +¢c, x>-1

FO) =1 InM)+c=1 e c=1

S FEx>hx+1)+1 x>-1

o) F(t)=4e0t+c

F(0)=1 & 4e+c=1 o c=-3

= F:t— 4e05t-3

d) F(t) = 5sm(5t)+c
FO) =1 & gSln(0)+c=1 o c=1
= F:tn—>%sin(5t)+1

13 Zu Jakobs Rechnung:
2

Das Integral J%dx ist nicht definiert (vgl. Merkkasten
)
auf Seite 7 im Schulbuch), da sich die Definitionsliicke
x =0 des Integranden f innerhalb des Intervalls [-2; 2]
befindet. Die Berechnung des Integrals mithilfe des
2

2
Hauptsatzes J%dx = [—%]_2 setzt als Integrand zudem
)

eine stetige Funktion f voraus. Fir x =0 ist f(x) = %
jedoch nicht definiert. Daher kann fiir x = 0 keine Aus-



sage Uber die Stetigkeit von f gemacht werden. Definiert

und mithilfe des Hauptsatzes berechnet werden kénnen
b

folglich nur Integrale f%dx, bei denen beide Intervall-
a

grenzen a und b positiv oder beide negativ sind.

Zu Lailas Argumentation:

Der abgebildete Graph verlauft zwar stets oberhalb der
x-Achse, doch Laila betrachtet ihn in einem Intervall, in

dem die Funktion f mit f(x) = % nicht integrierbar ist.
Daher kann hier nicht mit einer Flachenbetrachtung argu-

mentiert werden.
a a

14 a) Jdex =10 & Ixzdx =5, da der Integrand und
N 5

die Intervallgrenzen symmetrisch zur y-Achse sind.

2 =13]a=1 3_0-1.3
X2 dx [3x 0" 3@ 0 3a

Wl o—0

a’=5 o a’=15 & a=3\/ﬁ
b) T(%xf“ - 8x)dx = [%x“ - 4X2]Z
’ - Lat-4a2- (18- 16)

A4
—16a4 4a2+15

at-4a2+15=15 & ~-a-4a2=0
= %az(a2-64)=0
& a=0 oder a2=64
& a=0 oder a=-8 oder a=8

1
16

[9) T 3sin(x)dx =3 jl sin(x)dx = 3[-cos(x)]? .

= 3(-cos(a) + cos(-m))
= 3(-cos(a)
3(-cos(@)-1) =0 & cos(a

Seite 25
o

1
15 a) ib-ebxdx= [ePX]] = eb -1

eb-1=2 & eP=3 & In(e?) =In(3)
o b-ln(e)=1n(3)
o b=1ln(3)

b) }b-sin(nx)dx = [—%cos(nx)];
0

__b b _2b
= - cos(m) + Tcos(0) = 5

1
0 [:25dx=b-[tnx + 1} = b(In(2) - (1) = b-In(2)
0
‘n2)=2 & b-%
d)J‘/—dX‘[ab bx%] =Lb% =32b‘/b_=%‘/B
%\/_=2<:>\/_=3<:>b=9

O‘

Schulbuchseiten 24-25
o

16 Mit den bereits bekannten Integrationsregeln lassen
sich die Integrale auf den Kartchen (3), (5), (10) und (11)
nicht berechnen.

2
(’I)J(2x3 - x2)dx = [7x4 +;]2 =8+2-(2+1)=7

0) Lam J a=-1-[inl4a2 + 1"}

- %(m() In(17)) = 71 (Z)

4
=£(1 +%)dx= [x + lnIxI]g

4

@ [*dx
2

=(4+In(4)

(6) ju2+1 )(u? - 1)du = J(u‘*— du = [5u5— ]%2

(2+ln( ))=2+In(2)

3 3
@ J025r (r+e?)dr= %i(r2+e2-r)dr=%-[%r3+%2r2]0

<

2
0

=2(§\I_3—§\/_5—0)= 82075

=3 ] 2= -Llnkeo 1]
4
-3+ 1) - (& +1)) = <o

2
(12) J(B x3 +x)dx = 0 (Punktsymmetrie des Graphen des
2

(8)J2\/_ (1-v)dv = ZJvz-vzdv 2-[2v3 - 21

-4
eb
©) _LZeb +2

Integranden zum Ursprung)

17 a) Esist f(x) = ax(x +3)(x - 3). Aus f(1) = -1 folgt
a-1-(1+3)(1-3)=-1 & a-5 und damit
f(x) = %x(x +3)(x - 3) = %xf‘ - gx.
b) f<—x>=§<—x> - 5(-X) = -3+ gx
G A
Folglich ist G¢ punktsymmetrisch zum Ursprung.
4
c) Esist Jf(x) dx =0, da G; punktsymmetrisch zum Ur-
4

sprung ist und die Integrationsgrenzen symmetrisch be-
ziglich x =0 liegen. Somit ist der Inhalt der Teilflachen
oberhalb der x-Achse gleich dem Inhalt der Teilflachen
unterhalb der x-Achse.

2 1 2 2
d) Esist Jf(x)dx = Jf(x)dx + Jf(x)dx = Jf(x)dx, da auf-
-1 -1 1 1
grund der in der Losung zu Teilaufgabe c) beschriebenen
1

Punktsymmetrie Jf(x)dx =0 gilt.
1

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral  L13



Schulbuchseiten 25-28

18 F,(x) = -%cos(ax +1)+cC
Da die Funktionen F, die Amplitude % haben, muss ¢
zwischen —% und % liegen, damit die Funktionen F, so-

wohl negative als auch positive Werte haben.
Foixe— —%cos(ax +1)+c mit —%< c <%

19 f(x)=(x-2)x2=x3-2x2

F(x) = %x“ - %xe’ +C

F hat das lokale Minimum 5 in x,, wenn gilt:

F'(xo) = f(xg) =0 mit VZW von - nach +und F(x,) = 5.
F(x)=f(x)=(x-2)x2=0 & x=0 oder x=2.

An der Stelle x =0 hat F' =f keinen VZW.

An der Stelle x =2 hat F'=f einen VZW von - nach +.
F(2)=7-24-2-234c=-3+c

FQ =5 —%+c=5 o c=g

. 14_2,3,19
=>F.xn—>4x IX°+3

4 4
23 [ 2 dx = [12-(x + 2a)2dx = [-12(x + 2a)7]4
1 1

(x +2a)?
) 12
4+2a 1+2a
12 12
S TREESTRE,

& -12(1+2a)+12(4 +2a) = 2(4 + 2a)(1 + 2a)
& -12-24a+48 +24a=8+20a + 8a?
& 2a2+5a-7=0

= a=# oder a=#<:> a=-35 oder a=1

Die ganzzahlige Losung ist a ="1.

5 Flacheninhaltsberechnungen mit dem
Integral

Seite 26
o

Einstiegsaufgabe

Der Inhalt A, der blau markierten Flache zwischen dem
Graphen der Funktion f mit f(x) = sin(x) + 1 und der
x-Achse lasst sich mit dem Integral von f iber dem In-
tervall [—%; 37”] bestimmen, da x=-7 und x = 37” die
Nulls;csllen von f im dargestellten Bereich sind.

2

A = J(sin(x) +1)dx

2
Der Inhalt A, der orange markierten Fldche zwischen

dem Graphen der Funktion g mit g(x) = cos(x) und f mit
f(x) = sin(x) + 1 lasst sich mithilfe von Integralen von f

und g Uber dem Intervall [37” 2n] bestimmen, da sich
die Graphen G¢ und G, die diese Flache begrenzen, an

den Stellen x = 37” und x =27 schneiden. Berechnet
2n

man zundchst f cos(x)dx, so erhalt man den Inhalt der
3n

2
3n ]

Flache zwischen Gg und der x-Achse im Intervall [7; 2m|.

2n
Subtrahiert man davon J(sin (x) + 1)dx, also den Inhalt

3n
2

L14 | Flacheninhalt und bestimmtes Integral

der Flache zwischen G; und der x-Achse im Intervall
3711; 21’[], so erhélt man den gesuchten Flacheninhalt
zwischen G, und Gy.

2n 2n

A,= J cos(x)dx - J'(sin(x) +1)dx
3n 3n
2 2

Seite 28
(o]

1 Flache I: A, + Ag
Flache Il: Ay + A; + A, + Ag
Flache 111: A,

0
2 a) A= J(—x2+4)dx= [—%x3+4x]?2
)
o~ (42 e 42) -
b) A=A+ A

A= j2cos(x)dx = [Zsin(x)]% = 2sin (%) - 2sin (—%) =4

A, = TZcos(x)dx = [2sin(x)] ¥ = 2sin () - 2sin (%) =-2

2
A=A +|Al=4+2=6
) A=A +[Ay

-1

A= [x2-1dx=[De - x]; --241-(3(-2%+2) -1
2
0

Ao o == [ -0 (-3+7) -3
A=Aj+|Al=%+3-2

d) A=Al +A,
1

A =J(e><‘1 -Ndx = [ex1-x]j=e'-1-e71= —%
2

A2=J(ex‘1—1)dx= [ex1-x|2=e-2-(e2-1)=e-2
1

A=Al +A=1+e-2=109

3 a) Individuelle Lésung, y

72N

z.B: x=0 und x=7.

2
b) Jsin(Zx)dx
0

VR VARY
= [—%cos(2x)]§

= —%cos(ll) + %cos(o) = % - %cos(lt)

Der Wert des Integrals stimmt nicht mit dem Inhalt der
Flache Uberein, die fir 0 < x =2 zwischen dem Graphen
von f und der x-Achse liegt, da G; in diesem Intervall
oberhalb und unterhalb der x-Achse liegt und das Inte-
gral von 0 bis 2 die Flachenbilanz fiir das Intervall [0; 2]
angibt.



Seite 29
(o]

4 a) Bestimmen der y

Nullstellen von f:

fx)=0 & x(4-x3)=0
& x=0 oder 14
x =-2 oder

Ay

o

x=2 -3 =1 1

Da f mit f(x) = x(4 - x?) i
=4x -3

eine ungerade Funktion

und damit G; punktsym-

metrisch zum Ursprung

ist, gilt fir den gesuchten Flacheninhalt

2
2
A=2:Ay=2-[(4x - x3)dx = 2[2x2 - 3x4] = 2(4 - 0) - 8.
0

b) Bestimmen der Nullstellen von f:
fX)=0 & -x2+2=0 & x=-V2 oder x=V2.
Da G; eine nach unten gedffnete Parabel mit Scheitel
(012) und symmetrisch zur y-Achse ist, gilt fir den
gesuchten Flé‘ﬁheninhalt
2
1 2
A=2-A,=2- l(—x2 +2)dx = 2[-3x3 + 2x]
~2(-12 422 -0) -2~ 377
c) Bestimmen der Nullstellen von f:
fx)=0 & x-2)2-1=0 & (x-2)2=1
& x-2=-1oder x-2=1
< x=1 oder x=3.

Da G; eine nach oben gedffnete Parabel mit Scheitel
(21-1) ist, gilt fur den gesuchten Flacheninhalt

A= E((x -2)2-1)dx| = |[%(x -2)3 - x]j|
1

B3 (413

d) Bestimmen der v
Nullstellen von f: 2-H
1
fx)=0 & x+5;-4=0 1H 6
& x2-4x+1=0 ;X
_ O T T T T T
@X=# _1__1 2 34 5
4+\12
oder x = +2 24
o x=2-13
oder x =2 +1V3.

Da G; im Intervall [2 - \/§; 2+ \/§] unterhalb der
x-Achse liegt, gilt fiir den gesuchten Flacheninhalt
2+13 1 2+13

J (x L 4) dx
2-V3

=[-4V3 +In (7 + 4V3)| = 4,29.

A=

[%x2 +Inlx| - 4x]

2-13

2
= _[(0,1X2 - x +3)dx

1 I }

T

2 -3 -2
3_1,2 ]

X2 - gxs+ 3|,

3

Schulbuchseite 29

(o}
5
b) A=[(f(x) - g(x) dx
e 2
5 —
= J(ln (x) - %) dx 1 G -
=[—x+xln(x)—ln|xl]2 o|/1' 5 é ; 5_

5+ 4ln(5)
-(-e+(e-1ln(e))
= 4In(5) - 4 = 2,44

6 Individuelle Lésung, z.B.:
a) A=A +A,
=333 +155=4288

b) A=033

7 (1) Da sich beide Flachen unterhalb der x-Achse befin-
den, ist das Integral negativ.
Vo5
2 J g(x)dx
0

(2) Mit dem Integral wird die Flachenbilanz der Teil-
flachen berechnet, die G; und die x-Achse im Intervall
[-2; 0] einschlieBen. Die Flachen unterhalb und oberhalb
der x-Achse miissen jedoch einzeln betrachtet werden.
-2 0

J f(x)dx| + J f(x)dx

,2 _\/E

(3) Mit dem Integral wird der Inhalt der Flédche zwischen

G¢und Gg im Intervall [-1; 0] berechnet, also A, + A,
Vo5 0
A= | (F0-gm)dx+ [ fx)dx
-1 ‘\/ﬁ
(4) Mit dem Integral wird der Inhalt der Flache zwischen
Gg und Gy im Intervall [\/ﬁ, \/E] berechnet. A setzt sich
jedoch aus zwei Teilflachen zusammen, von denen die
eine nur von G, und der x-Achse, die andere nur von Gy
und der x-Achse eingeschlossen wird.
1 2
Ag = J g(x)dx + Jf(x)dx
Vo5 1

Vo5

A+ A= oder A, +As=-2 [ g(dx
0

A+ A+ A=

9 a) T(x3—1)dx= Hx“—x]z=%k“—k, k>0
0

Tt -k=0 & Tk(k3-4)=0 & k=0 oder k=4
Da k>0 ist, entfallt die erste Losung.

b) T((X - 1)2 - 4)dx = [%(X _ 1)3 _ 4X]Z

0
= k-2 -ak- (-3) =2k -k2-3K k>0
I3-Kk2-3k=0 & Jk(k2-3k-9)=0

& k=0 oder k=$ oder k=%=4,85

Da k>0 ist, entfallen die ersten beiden Losungen.

L15
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10 f(x)=%—%=x‘2—% ; y

Nullstellen von f:

fx)=0 & L-7-0 The
o x2=4 T L
& x=-2 oder o T et
x=2. 12 3 4 5

Gleichung der Tangente

an den Graphen von f an der Stelle x=0,5: y=mx +t.

fi(x)=-2x3= —%

m =(0,5) = -16, f(0,5) = 3,75

= 375=-16-05+t & t="11,75.

= Tangente: g(x) = -16x + 11,75.
Schnittstelle der Tangente mit der x-Achse:

16X+ 11,75 =0 & x =45 =0,7.

)5 05
9 _ 225 _ 351

12 f(x)=3x2 und g(x) = 3x2 -1

Esist f(x) >
symmetrisch zur y-Achse.

A = [ (Fx) -

—9.[1y3 ]t=
2[12x + X[,

At) = (212 & 23+ 2t = 412

g(x)) dx = 2-J(%x2 + ’I)dx
0

143
gt +2t

© 13 -4t242t=0, t>0

lt2-24t+12)=0
& t=0 oder t=12-2V33 oder t=12+2V33
Da t=> 0 ist, entfallt die erste Losung.

13 Nullstellen von f:
fx)=0 & t-

" T
A= Jf( dx=2- Jt x2)dx = 2- [tx— x3]0
-t

- 2t-Vt - 3tt - 0 - 5tt

Aoreieck = 3- 2Vt t =Vt t
Apreieck _ tVt _ 3
Poec _ 1VE 3 _ 550,
4
A gue 4
L16 | Flacheninhalt und bestimmtes Integral

- [-8x2+ 11,75x]s = 2 - 2252351 .
X /OXIs T8 T 512 T 512

0,686

g(x) furalle x€R; G;und G, sind jeweils

xz-O o x2=t & x=-Vt oder x=Vt.

Seite 30
(o]

14 1 Langeneinheit
entspricht 1dm.
Bestimmen eines
Funktionsterms:
Ansatz: f(x) =ax2+c.
) f(0)= 2 s c=2
2 f(4)-=

< a4

<

+2—1O
& as=

2
1 41
2

; 6 -4 0 ")
= f(x)=5x2+2

Inhalt der Querschnittsflache: A=2-A;+A,.
A= 1 -10=10

A= jf( dx = 2- j (3x2+2) dx

4

=2'[€X3+2X]0=2 (1-42+8-0) -

A=2- ,IO+’I’12 ’172_57
Volumen V des Segments.
V=A-h=12.10-120_5731
Das Segment hat ein Volumen von
720 4m3 = Y203 - 0,573 m3.

5-0,573m3 = 1,318t.
Das Segment hat eine Masse von etwa 1,3t.

Masse: m=p-V = 23

’I’IZ

15 a) f(3)=1-—5=1-1=1-4--3-¢g(})
G 3

- s(3)2)
b) A=2-A,+A, y

1 O N\ Aﬂm
A1=J(1—%)dx -3 2 |9 YA 2

0,5 1"‘A
=|[X+%]:),5‘ T 2
b~ (o5 g -0s s
=1-3=3
A=2-05+3=4

;
gx2—a=0 = gx2=a = x2=2a2

=0 1

& x=a oder x=-a
0 fa(—x)=%(—x)2—a=1x2—a=f (x)

h,(-x) = (x)z—%aZ—%XZ—gaz—ha(x)
d) h(a) =3a2-2a2=0=h,(-a)

uu\;

f, und g, haben die gemeinsamen Nullstellen x =a und

X=-a.



9. [dy3 A2, 213 ]
2 gX° —3a@°X ~ 37X +ax
_ 1.3_1.3_1 2_)
2-(ga’*-za’-za*+a*-0
__ 43,409

a’+3za

< a=0 oder a=2
Da 0<a <3 ist, entfdllt die erste Losung.

A'(a) = —%a +§
A"(2)<0
= Die Flache wird fir a =2 maximal.

19 Fur a>0 verlauft der Graph G im Intervall ]0; rt[
oberhalb des Graphen G .

J )) dx
0
T
= J(a sin(x) + %sin(x)) dx
0
= —acos(x)—%cos(x)]g
--a(-10-2(-1-(-a-1-11)
—a+%+a+%=2a+g
N@)=2-%
N@=0 e 2-5-06 5-2 a1

o a=-1oder a=1
Daim Ansatz a >0 gewahlt wurde, entfallt die erste
Losung.
AII (a) - %
A"(1)>0 und A()=2-1+2=4
= Die Flache wird fiir a=1 minimal.
Fir a = -1 ergibt sich der gleiche Flacheninhalt, da die
Graphen jeweils an der x-Achse gespiegelt sind.
= Die Flache wird auch fir a = -1 minimal.

20

2

-6 -5 -4 {3 -2 10 1 2 3 4 5 6
fx)=-x2+9 und g(x)=¢c, 0=sc=9

Schulbuchseiten 30-32
o

Schnittstellen: f(x) = g(x) & -x2+9=c & x2=9-c¢

o x=-V9-c oder x=V9 -c.

Nullstellen von f:
f(x)=0 & -x2+9=0 & x=-3 oder x=3.
Aufgrund der Symmetrie von G; zur y-Achse erhélt man

3
3
A=2-[(-x2+9)dx =2+ [-3x3+9x| = 2(-9+27-0) - 36
0

und
Vo-c 5=
Ay=2- I(—x2+9—c)dx=2-[—%x3+(9—c)x]o
0
=2(-3(0/9=cP+(©@-V9-c-0)-2(/o-c).
A= 3A

%( 9—c)3=18 o (\/9—c)3=13,5
9-c-(¥35) o c-9-(35) =333

6 Uneigentliche Integrale

Seite 31
o o)

Einstiegsaufgabe

Legt man weitere entsprechende Fliesen an, ndhert sich
der Inhalt der ausgelegten Fldche 2m?2 an. In der Abbil-
dung kann man erkennen, dass jede nachstkleinere Fliese
jeweils nur die Halfte des noch freigebliebenen Platzes
der Gesamtflache mit Inhalt 2m? benétigt. Somit nahert
sich in diesem Fall die Summe unendlich vieler Flachen-
inhalte einem begrenzten Gesamtfléacheninhalt an.
Addiert man jedoch beispielsweise unendlich viele gleich
grofde Flacheninhalte, so ist der Gesamtflacheninhalt un-
begrenzt, er wird unendlich groR.

Seite 32

o o
T 117 1.1

1 3 A@ =J(x+1)2dx - [_x+1]1 Tzt
1

ZE)erA(z) = Zirpm(—z 11 + %) = %, d.h., die nach rechts

unbegrenzte Flache hat den endlichen Inhalt A =0,5.

b) Az [ dx = [V2x]; = v2z -2

lim A(z )= lim (V2z -V2) =+, d.h, die nach rechts
zZ—+oo

Z—+o
unbegrenzte Flache hat keinen endlichen Inhalt.

o Alz é[e szX—[ 2e;]2=_2e—%z+%
im A@) = lim (-2e722+2) =

zZ—+oo Z—+oo
unbegrenzte Flache hat den endlichen Inhalt

A=Z=074.

% d.h, die nach rechts

d) Az j3dx- BinX13=3In(2) - 31(2) = 31 (%)
im A(z )= lim (Bln(z)) = + oo, d.h, die nach rechts

Z—+o Z—+o
unbegrenzte Flache hat keinen endlichen Inhalt.

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral ~ L17
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72

unbegrenzte Flache hat keinen endlichen Inhalt.
4
@) AQ) =J%dx= 8Vx]: =16 - 81z

lim A(z) = lim (16 - 8Vz) =16, d.h., die nach oben
z—0 z—0

unbegrenzte Flache hat den endlichen Inhalt A =16.

1
1 117 1. 1
3 @) [dx-[-50], - -3 50
z

. 1. 1)\ _ . .
zlf]o(_i + §> = +0o, d.h., das uneigentliche Integral

existiert nicht.

existiert.
2
0 [Fax- [2Vx] = 2V2 - 2Vz

lim0 (2\/5 - 2\/2) =2V2, d.h, das uneigentliche Integral
Z—
existiert.

z
d) Le‘xdx =[-e™Z, = —% +e

lim (-é + e) = ¢, d.h,, das uneigentliche Integral
zZ—+o0

existiert.

Seite 33
(o]

0
4 [ 4e04xdx = [10€94%]° = (10 - 10e042)
z

lim (10 - 10e%42) =10, d.h., das uneigentliche

Z— —
0

Integral Il&eol‘“dx existiert.

7 a) Ximm(eb(d + %X + 2) = Xin_qoo(%x + 2),

da lim (e2x*3)=0
X— -0

= Die Gerade mit der Gleichung y = %x + 2 ist schrage
Asymptote von G

b) g(x) = gx +2

lim A@z) = lim (1e-1e22t3) =€ dh, die Flache hat
lim (2) ZH|r[1m(2e e ) 50 , die Flache ha

den endlichen Inhalt A=35.

L18 I Flacheninhalt und bestimmtes Integral

unbegrenzte Flache A, hat keinen endlichen Inhalt.
2 2
2
A,(2) = I(f(x) - g(x)dx = J%dx = [—%L =-1 +%
z z
. T _ 2 _ .
ZIE\;]OAZ(Z) = zlflo( 1+ Z) +o0, d.h., die nach oben

unbegrenzte Flache A, hat keinen endlichen Inhalt.
Damit hat die nach oben unbegrenzte Flache A keinen
endlichen Inhalt.

9 a)

Die nach rechts und links unbegrenzte Flache, die vom
Graphen der Funktion f mit f(x) = e ** und der x-Achse
begrenzt wird, hat den endlichen Inhalt A =1,77.

b) Die nach unten unbe- N y ~
grenzte Flache, die vom 1+ y=Intg
Graphen der Funktion f hix T T T T TR

mit f(x) = In(x) und den B ol 74 152131 4
Koordinatenachsen be- -1+
grenzt wird, hat den end- .
lichen Inhalt A ="1.
_3_
-4

c) Die nach oben unbe- N
grenzte Flache, die vom
Graphen der Funktion f

; SRV
mit f(x) =x + L den
Koordinatenachsen und
der Geraden mit der Glei-
chung x =2 begrenzt
wird, hat den endlichen
Inhalt A = 4.
d)

Die nach rechts und links unbegrenzte Flache, die vom

Graphen der Funktion f mit f(x) = ; sz und der x-Achse
begrenzt wird, hat den endlichen Inhalt A = 3,14.

x + k)2

. 5 5\ _5
zgn;]oo(_z"kJrE)_k
5_ -

E_1=>k_5
+

f > dx =1
0

10 9 [ [
0

(x +5)?



-3kx - _i 73kx]z=_i -3kz a1
b)Je dx [ e 7K€ + 3

c¢) Bestimmen des Terms einer Stammfunktion F von f:

f(x) =(Bk-3)(x+2)7k
FO9 = 25300+ 271 = B v e - -2
AT “k-n X (x+ 2k
3k-3 . _[__ 3 1#___ 3 3
J;(XJ,Q)kdX [(X+2)k—1]0_ (Z+2)k—1+2k—1
) 3 3\_ 3
zi”?w( <z+2>k-1+W) T2k
S e 2k1=3
o (k-1In(2)=In3)
_ I3
(="+4 k_ln—(2)+1
In(3)
v 3 (L2l q) -3
J7<ln<2) m(a)) dx =1
0 (x+2n@"

12 Untersuchung der nach rechts unbegrenzten
Flachen:

-k -k
Fall1: k>1

1 ; S 2 S
1—k'zﬂfﬁ‘m(zk_1)'1—k( =1
Fall 2: k<1

1 . z _

o im (G- 1) = v

Fall 3: k=1:

A(z) = Tx‘“dx =[InXJ%=1In(z) - In(1) = In(2)
1

lim In(z) =+
Z—+oo

Die nach rechts unbegrenzten Flachen haben fiir k >1
den endlichen Flacheninhalt A, = ﬁ

Untersuchung der nach oben unbegrenzten Flachen:
1

A (2) = [ xFdx - [ﬁka*k];ﬂfkﬁ - %) fur k+1

Fall 1: k=1
1 . zZ\ _

T Jim (1) = v

Fall 2: k<1

1 im(qoZ) oA 1
e im (-5 ==
Fall 3: k=1:

1
A @ = [x1dx = [lnlx]! = (1) - In(2) = - In(2)

lim (-ln(2)) =+

z—0

Die nach oben unbegrenzten Flachen haben fur k <1

den endlichen Flacheninhalt A, = ﬁ—k

Schulbuchseiten 33-37

o
7 Das Integral als Gesamtanderung einer
Grofde
Seite 34
o o

Einstiegsaufgabe
In den ersten zwei Sekunden beschleunigt der Kérper

gleichmafiig mit a = %mz bei einer Fahrt nach oben, féhrt
S

anschlieRend 4s lang mit der konstanten Geschwin-
digkeit v =37 weiter und bremst dann 2s lang mit

a= —%g wieder ab. Danach steht der Aufzug 4s lang,
bis er wieder mit a = ‘—%ﬂ nach unten beschleunigt,

2s lang konstant mit v = |-37| nach unten weiterfahrt
und mit a = %g wieder bis zum Stand abbremst. Danach
steht er 4s lang. Der gesamte Vorgang dauert 22s.

Mit s = %a t2 legt der Aufzug in jeder Beschleunigungs-
und Abbremsphase eine Strecke von

S= %-%g-(ZS)Z =3m zurlick. Mit s=v-t fadhrter

mit konstanter Geschwindigkeit eine Strecke von

S, = 3%-4s=12m nach obenund s, =3%:2s=6m
nach unten.

Damit ist die Hohendifferenz nach oben

Ahy=3m+12m +3m =18m und die Hohendifferenz
nach unten Ah,=3m+6ém+3m="12m.

Dies lasst eine Stockwerkshohe von 3m vermuten, d.h.,
vom Startpunkt aus bewegt sich der Aufzug zunachst
sechs Stockwerke nach oben, danach nur vier Stockwerke
wieder nach unten.

Seite 36
(o]

1 a) 27-2s=4m (zurlickgelegte Strecke)

b) 103ochs 1 Woche =10mm  (Wachstum)

c) 200%-1min =2001 (Wasservolumen)

d) 5%-1 km = 5K (Temperaturdifferenz)

2 Die Lange der zuriickgelegten Strecke (in m) ent-
spricht dem Inhalt der Flache, die der Graph mit der Zeit-
achse einschlieft.

Graph A: 3(4+1):2=5 = s=5m

Graph B: 3+(4+1):20=50 = s=50m
Graph C: 5-(4+1)10=25 = s=25m
Seite 37
(o] (o]

3 a) Ineinem Zeitraum von drei Tagen wéchst die
Pflanze 1,6 mm.

b) In einem Zeitraum von drei Stunden werden

1,6 Tonnen Benzin produziert.

c) Der Inhalt der Querschnittsflache der Profilschiene
betragt 1,6 cm2.

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral ~ L19



Schulbuchseiten 37-39

4 a) Der Flacheninhalt eines K&stchens entspricht
einem durchflieBenden Wasservolumen von 5000000 m3.
b) Drei Stunden nach Beginn nimmt die Wassermenge
am schnellsten zu. Maximal ist die Wassermenge im Spei-
cher nach sechs Stunden, minimal ist sie zu Beginn und
nach zwolf Stunden.

12
c) Esist Jd(t) dt =0, d.h, das Volumen des bei Flut in
0

den Speicher gestromten Wassers und das Volumen des
bei Ebbe wieder herausgestréomten Wassers sind gleich.
Der Wasserstand im Speicher ist zu Beginn der gleiche
wie nach 12 Stunden.

5 a) Die Flughthe der Drohne &ndert sich von 10s bis
12,5s nach Beginn nicht. Die maximale Flughthe erreicht

die Drohne nach 20s.
20

b) Jv(t)dt =10-1,25 + 4-1,25 = 17,5, da der Inhalt eines
0

Kastchens der Hohendifferenz 1,25m entspricht.
30

[vi®ydt=-7-125=-875

20

Die Drohne fliegt nach 30s hoher als zu Beginn, da die
Inhalte der Teilfldchen zwischen G, und der t-Achse ober-
halb der t-Achse gréfier sind als der Inhalt der Teilflache
unterhalb.

175m - 8,75m = 8,75m = Nach 30s fliegt die Drohne
8,75m hdher als zu Beginn.

t t
6 a) s(t) =Jv(x)dx = J(— 30e-03x + 30)dx
0 0

= [100e-03x + 30x]{ = 100e~03t + 30t - 100

= s(4) =502 und s(8) = 149,07

Das Auto ist in der ersten 4s etwa 50m, in den ersten 8s
etwa 149 m weit gefahren.

b)

s(t) (in m)
2601

240+
220+
200+
180+
160+
140+
120+
100+

80+

60+

40+

20+
. It(in S)

Il Il Il Il Il
0 12 14 16 18 20 22

1
0 5 4 ¢ 38
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o

T i 131" _ 100 1
7 a) if(x)dx - £0,1x2dx= [10]- 12 - 331
Innerhalb der ersten 10 min fliefen etwa 33,33 | Flussig-
keit in das Gefaf.

X
b) F(x) = 40 +£f(t)dt =40 + [;—0t3]2 = 40 + 553
(Flissigkeitsmenge in | nach x Minuten)
Seite 38

© o

50 50
50
s o Tutvec- forveries - (1o
10 10
1 1
= 543 - 143 = 22,96
50

Jv(t) dt gibt an, um wie viele Meter der Baum vom
10

10. Jahr bis zum 50. Jahr gewachsen ist.

t
b) h(t) =15+ [01Vx+ hex =15+ [+ 47,
10
=15 + L\t + 4)F - 143

(Baumhohe in m fir ein Baumalter von t =10 bis t =50)
¢) Individuelle L6sung, z.B.:

Ab welchem Zeitpunkt te[10; 40], wachst der Baum
innerhalb von zehn Jahren um 5m?

9 Individuelle Lésung, z.B.:

Die zur Geraden mit der Gleichung x =12 symmetrische
Flache zwischen G, und der x-Achse im Intervall [10; 14]
[@sst sich durch zwei Trapezflachen anndhern:

y
8__
6__
4__
2__
— 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ] X
Ol "2 "4 6 '8 10 12 14 16 18 20 22 24
% 12
Ip(x)dx=2'J-p(x)dxz2~%(5+’|0)'2=30

10 10

Folglich speist die Anlage zwischen 10:00 Uhr und

14:00 Uhr etwa 30kWh elektrische Energie in das Strom-
netz ein, woflr der Eigentlimer eine Verglitung von etwa

30kWh- 1€ = 3€ erhalt.

Seite 39
(o]

11 a) Esist f,(x) = —6T[asin(ax) <0 fur x€]0;12],
>0 fur x€]12; 24 und
f.(x) = -22sin(ax

=->2 =0 fur x=0, x=12 und x = 24.

= Esist a>0 und die Periode von f, muss 24 sein.
Damit gilt 24=2" & a=21.

Die gesuchte Funktion ist f%: X —%sin(%x).

f,(x) = —%sin(ax

<



o) [ty 00c= [ (-3sin () - [Scos ()]

_6 _6 12
= =cos(m) --cos(0) = -T=-3,82

Es missen sich zu Beginn mindestens 382 Liter im Tank

befinden.
9 5+ (-3sin(Zt)) ot =5 + [Scos (Z0)]!
° =5+ cos (%) - ¢
5+%cos(%x) —%—25 PN écos(12 )=>-25
& cos (%) =1-37

& 15X =1,885+ 2k oder 75x = -1,885 + 2k, keZ
& x =720+ 24k oder x=-720+ 24k, keZ
Fir x€[0; 24] ergeben sich damit die Losungen x = 7,20
und x = 16,80.
Etwa 7h 12min nach Beginn und etwa 16 h 48 min nach
Beginn befinden sich 2501 Flussigkeit im Tank.

6

d) Nach Teilaufgabe c) gilt F(x) =5 + %cos (%) -+

T

Fliissigkeitsvolumen (in 1001)

G

N &~
| I
LI T
<

T Zelt (inh)

ol:l:llllll
2 4 6 -8 10 12 14 16 18 20 22 24

12 a) Der Funktionswert I,(x) gibt die Anzahl der bis zu
einem Zeitpunkt x (x in Minuten) ankommenden Anrufe

an. Da der Inhalt einer Kastchenflache dem Wert 50 ent-
spricht, ergibt sich [,(4) = 9-50 = 450.

In den ersten vier Minuten kommen etwa 450 Anrufe an.

10
b) [f(t)dt =6-50 = 300
6

Zwischen sechs und zehn Minuten nach Beginn gingen
etwa 300 Anrufe ein.

c) Die 500 Anrufe entsprechen einer Flache von 10 Kast-
chen. Da im Intervall [0; 4] etwa 9 K&stchen einge-

schlossen werden (vgl. Lsung zu Teilaufgabe a)), ergibt
42

sich j t)dt = 10-50 = 500.

Etwa 4,2 min nach Beginn der Aktion sind 500 Anrufe
eingegangen.

d) In den ersten drei Minuten kénnen alle Anrufe entge-
gengenommen werden, dann wird die Anzahl der Anrufe
zu grof3. Erst ab etwa 5,3 Minuten kann die Anzahl von
Anrufen in der Warteschleife wieder abgebaut werden.

13 a) Da der Inhalt einer Kastchenfliche dem Wert
2

0,5-2 =1 entspricht, ergibt sich Jf(t) dt=7
20

In den ersten zwei Stunden kommen etwa 7000 Anrufe
an.

b) Schon kurz nach Beginn des Konzerts Uibersteigt
die Anzahl der eingehenden Anrufe die Kapazitaten.
Bis 22 Uhr steigt die Anzahl der Personen in der Warte-
schleife. Somit ist sie etwa um 22 Uhr am grofiten
(vorausgesetzt, alle Anruferinnen und Anrufer warten,
bis ihr Anruf angenommen wird).

Schulbuchseiten 39-40
o

14 a) Die Funktion v beschreibt mit der Vertikalge-
schwindigkeit die momentane Anderungsrate der
Hohe h. Somit ist h eine Stammfunktion von v mit
h(0) = hy (wobei h, die Hohe des Ballons tiber NHN
beim Start der Ballonfahrt ist) und es gilt h'(t) = v(t).

b) Die Integralfunktion I, mit I (t) Jv )dx gibt die

Hohenverénderung des Ballons zum Zeltpunkt t bezlig-
lich der Hohe hy zum Zeitpunkt 0 an. Hat I keine nega-
tiven Werte, so féhrt der Ballon im betrachteten Zeitraum

nie unterhalb der Starthohe h,,.
30

) Jv(t)dt =h(30) - h(0) = 0 bedeutet fiir jeden mog-

0
lichen Graphen von v, dass die Flachenbilanz der Flache
zwischen G, und der t-Achse im Intervall [0; 30] null ist.

Seite 40

15 a) Esist S(t) = (t+1 >0 furalle t=0, d.h, es
flief3t stets Wasser aus der Quelle.

b) Die Funktion S ist streng monoton abnehmend flr
t=0, d.h, es ist die Gleichung S(t) = W zu losen, da
11=1dm3 —Wmi‘ ist.

55 © (t+1)?=50000 & t=10V50 - 1

= 35,84
Nach etwa 36 Tagen schiittet die Quelle weniger als
1 Liter pro Tag.

) J (t+1)3 sdt = [_ t35’1)2]2= _(2551)2+25

lim <_W + 25) - 25

Z—+o

Aus der Quelle flief3en langfristig insgesamt

25m3 = 250hl Wasser. Dieser Wert wird aber nicht tiber-
schritten.

16 a) Esist v'(t)=-01e7%92t<Q firalle t=0, d.h,
die Funktion v ist streng monoton abnehmend. Also be-
wegt sich die Schnecke immer langsamer fort.

b) j5e 002xdlx = [-250e7002x]¢ = - 250 €002 + 250

—250e 002t + 250 =100 & e 002t=06

& -0,02t=1n(0,6) & t=-50In(0,6) =~ 25,54

Die Schnecke braucht etwa 25,5min, um den ersten
Meter zuriickzulegen.

¢) lim (-250e-002t + 250) = 250

t—o+o
Sogar wenn man einen nicht realistischen, unendlich
langen Zeitraum fir die Bewegung ansetzt, kommt
die Schnecke mit dieser schnell kleiner werdenden
Geschwindigkeit hochstens 2,5m weit.
Sie erreicht folglich die Kleepflanze nicht.

17 a) Esist f(x)=0 & 4x=0 & x=0, d.h, es gibt
keine weitere Nullstelle von f.

Gleichung der senkrechten Asymptote: x = -1.

Da der Grad des Zahlers kleiner als der Grad des Nenners
ist, konvergiert f flr x > +c0 und x — - gegen 0 und
G¢ hat die x-Achse (Gleichung: y = 0) als waagerechte
Asymptote.

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral L 271



Schulbuchseiten 40-43

roy A+ D)2 -4x-2(x+1) X+ D) (Ax+4-8X) 4 -4x
b) f(x) - X+ 1) - (x+ 1) T ke

fX)=0 & 4-4x=0 & x=1

nicht
f(x):  definiert >0 =0 <0
1 1

G¢ -1 1
f / H\
f(1) =1 = Hochpunkt (’II’I)
) FX)=4-In(x+1) + =4(In(x+ 1)+ (x+1)7"

Ko
’ N A A N W & e RO > S
P00 =4 (o) =4 5o “ o = T
4-0,5
d) £(05) = g7 = o = 089

Die Wirkstoffkonzentration nach 30 min ist etwa 0,89$,
die maximal auftretende Wirkstoffkonzentration (nach

1h) ist ’I$ (vgl. Lésung zu Teilaufgabe b)).

e) Man bestimmt die zweite Ableitung f” von f und zeigt,
dass x =2 eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von f”
ist.

An der Wendestelle x =2 hat die erste Ableitung ' ein
Extremum, d.h., zwei Stunden nach Einnahme der Tablet-
te ist die momentane Abnahme der Wirkstoffkonzentra-

tion am grofiten.
b

4 4 1b
f) A(b)=l(x+x1)2dx= [4-ln(x+1)+ 1]0

=4-ln(b+1)+ 5~ (4-In(1) + 4)
=4eln(b+ N+ -4
bir?wA(b)=bir?w(4-ln(b+1) S 4) =t

Fur groBe Zeitwerte stellt die Funktion f keine realistische
Modellierung der zeitlichen Entwicklung der Wirkstoff-
konzentration dar.

Seite 41
o

6 6
18 600 [ (1-55t2)dt = 1200 (1 - £t2)dt
-6 0

= 1200- [ 108 tg]

= 1200 (6 - 2) = 12004 = 4800

Die umgewandelte Kohlenstoffdioxidmenge von 1m?
Blattflache betrégt 4800ml = 4,81

Oberflacheninhalt aller Blatter der Buche:
200000-25cm? = 5000000cm? = 500 m2.
Gesamtmenge an umgewandeltem Kohlenstoffdioxid:
500-4,81= 24001

Die Buche wandelt zwischen 6 Uhr und 18 Uhr etwa
24001 Kohlenstoffdioxid um.

19 Zufluss: f(x) = —%(x -4)2+2= —%xz + X

Abfluss: g(x) =3
Olmenge im Tank:

t
VD =2+ (F -
0

=2+

g(x)) dx = 2+J(-gxz+ )dx
0

t
o3+ 2x2] =2 -t + 212, te[0;8].

L22 | Flacheninhalt und bestimmtes Integral

V@)-2-5+B-2+L=317

V(@) =2-84+%8-2+0<533
Ve)=2-5+2 62—2+——65
Im Tank befinden sich nach zwei Stunden etwa 3,177m3 O\,

nach vier Stunden etwa 5,33 m3 Ol und nach sechs Stun-
den 6,5m3 OL

21 a) Damit sich ein Satellit in einer geostationiren
Bahn befindet, muss man ihn auf einen Abstand von
etwa r, = 42161km vom Erdmittelpunkt bringen.

E=rJgF Jy—dr—ymM-T%drﬂzmM[—H:z
T 2 1

=va<——+%>=va<%—%>

- “ )
6371-10°m  42161-10°m
~ 5,31-107]
Die benétigte Energie betrdgt etwa 5,31-1010].

b) TF(r)dr=ymM-j%dr =ymM [—%]: = ymM(—%+r11)
"

T 1.1 mM
ymM ZE}T ( z+r1) Yo T

'[ fdr= Y i 24
Ty .1 m3 1000kg-5,97-10%kg

=6,67-10°" ke-s2  6371-10°m

= 6,25-10"|
Die Energie, die bendtigt wiirde, um einen Korper der
Masse m =1000kg von einem Abstand r, = 6371km
vom Erdmittelpunkt zu einem unendlich groen Abstand
r, vom Erdmittelpunkt zu bringen, betragt etwa
6,25-1070).

8 Volumen von Rotationskorpern

Seite 42
(o]

Einstiegsaufgabe

(1) Es entsteht ein Zylinder mit Grundkreisradius
r=2cm und Hohe h=1cm.
V,=mr2-h=m-(2cm)2-1cm = 4tem3 = 12,6 cm3

(2) Es entsteht ein Kegel mit Grundkreisradius r =2cm
und Hohe h =2cm.

Vg = %nrz-h = %n-(Zcm)Z-Zcm =
(3) Es entsteht eine Kugel mit Radius r =1cm.

%ncm3 ~ 8,4cm3

V = %nr3 = %n-ﬂ cm)3 = %ncm3 = 4,2cm?

Seite 43
o

1 a) V= nJ X +1 dx—an+’I

- n[§x2+x]: =n(4+§) =S =144

o) v=rf (3 oxnf ox-n[-1];
- n(-%+1) Zn=2,09



) x2-4=0 & x=-2 oder x=2
2 2
V=nJ(x2—4)2dx=2nJ(x4—8x2+’I6)dx
) 0

=2n [%x-”’ —%xg' + ’I6x]2

-on(32-5+32) - 22 =10723

V- nT(05x+1)2dx n[205x+7];
2
L

(27-8)=8n=3979

5
V= ”i (-7 -1
=7 [_30(1_1)3]2 = n(—# + %) = %n ~1,03

<

o - N

N

o

w4 (O

i

N
»

5 5
V= nJ' e 04x)2dx = nJlLe‘OfSde
0

n|-5e 08X]5-n(——+5) ~ 15,42

3 a) Nullstellen: y
f(X) = 0 Gf
e x(x+2)=0 1

o x=0 oder x=-2. ;;

Schulbuchseiten 43-44
o

— o

V=1 | (x2+2x)2dx

N

0
(x4 +4x3 + 4x2 )dx=n[%x5+x“+%x3]_2

— o

=T

n(o-(-

b) Nullstellen:

N

%+’I6—%))=%n:335

ATk

f(x)=0
e 2k-NHx+1)=0 55T N O )
o x=1 oder x=-1. 1

V= n]. (x2 - 1))2dx -

-8n(1-2+1-0)-%n=1340
)
y
4__
3+ Gy
2__
’I__
1 1 1 1 1 ] ] ] ] ] IX
%iéhéé\%éé{oﬁfz
Nullstellen: f(x) = 0 & -2(x-3)2+4,5=0
(:»(x 3)2=9
& x-3=-3 oder x-3=3
o x=0 oder x=6.
6 6
V=T[J ——x2+3x J( x*-3 x3+9x2)dx
0
=n[%x5—%x4+3x]0=n(%—¥+3-63—0)
= 64,8m = 203,58
Seite 44
o o

5 a) Der Rotationskdrper ist ein Zylinder mit Grund-
kreisradius r =2 und Hohe h =4, der innen bis zum
Boden ausgehdhlt ist. Stellt man den Zylinder auf die
Grundfldche, so hat die Innenwand im Querschnitt die
Form einer Normalparabel
V= HJZZdX T[J- dx njl& x)d

=n[4x—5x ]0=8n=25,13
b) Der Rotationskdrper hat die Form einer runden Schale
mit Hohe h =1, deren kreisformiger oberer Rand den
Radius r=1 hat. Die Wanddicke variiert.

V= HJ(Xz)de nJ 2dx = an“dx HJXGdX

= n}(x"—x 6)dx =1 [ x> —%x7]0=§n= 0,18
0

c) Der Rotationskorper hat annghernd die Form eines
Ellipsoids (ry=r,=4) mit einem zylinderférmigen Loch
(r=1 und h=2) in der Mitte.

Schnittstellen der Graphen:

-x2+2=1& x?2=1 & x=-1 oder x="1.

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral L 23



Schulbuchseite 44

V=n

—

RN

;
(-x2+2)2dx - nJ’lzdx
el

———

;
=7 | (x4 - 4x2+ 4)dx - nJ'IQdX
1

N

(x4 - 4x2+3)dx = n[%

—

1
= 5_4.3 ]
m X2 = 3x>+ 3|,

RN

=28 = 11,73

6 a) Der Rotationskdrper hat die Form eines Rohrstilicks
der Lange | =5. Das Rohr hat einen Innenradius von

r; =15 und einen AuBenradius von r, =2 und damit
eine Wanddicke von 0,5.

b) Der Rotationskdrper ist ein Kegel mit Grundkreisradius
r=3 und Hohe h=3.

c) Der Rotationskorper hat die Form des Kelchs eines
Glases ohne Stiel (z.B. eines Sektglases).

Der Kelch hat eine Hohe von h =4 und am oberen Rand
einen Durchmesser von d = 4.

7 Der Rotationskorper ist ein Kegelstumpf mit Grund-
kreisradius ry = b, Radius der Deckfldche r,=a und
Hohe h=b - a.

b b
b
= nJ(f(x))de = T[J.x2dx =7 [%x3]a =1n(p3-a3)
a a
8
y
4__
| Gf
2 Gg
1+ Gy
3
O 1.2 3 4 5
b

b

Mit V = nf(f(x))de - nJ(g(x))zdx wird das Volumen
a a

des Korpers berechnet, der entsteht, wenn die von den
Graphen von f und g im Intervall [a; b] eingeschlossene
Flache um die x-Achse rotiert. Im Fall zweier konstanter
Funktionen f und g mit z.B. f(x) =3 und g(x) = 2,5 wiir-
de ein Rohrstiick der Lénge |=b - a, einem Innenradius
von r; =25, einem AufSenradius von r, =3 und damit
einer Wanddicke von 0,5 entstehen.

b

Mit V = nf(f(x) - g(x))2dx wird das Volumen des
a

Korpers berechnet, der entsteht, wenn die vom Graphen
der Differenzfunktion f-g und der x-Achse im Intervall
[a; b] eingeschlossene Flache um die x-Achse rotiert. Im
Fall der konstanten Funktionen f und g von oben, also
f(x) - g(x) = 0,5, wirde ein Zylinder mit der Hohe
[ = b - a und dem Grundkreisradius r = 0,5, entstehen.
Die entstehenden Rotationskdper sind unterschiedlich
und haben nicht das gleiche Volumen.

L24 | Flacheninhalt und bestimmtes Integral

9 a)

T 0 T
-1 172 3 4 5 6 7 8 9 10 M

Vx +1 dx nfﬂdx ndex

<

[}

=
— w%oo

-1 §x2] - 2757 = 86,39
b)
y (e
2__
Gg
] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] X
6 5 4 -3 4 19 1 9 3 4 5 6

;
V= T[J. -x2+3)2dx - an2+1)2dx
e e
1
nf 4-6x2+9)dx - an“+2x2+1)d
e 4

X

1 1
=27 [(-8x2 + 8)dx = 167 [~ 3% + x|

0

- .2
=167 3

= ?n = 33,51
10 a) h=144,4m
b) Nullstellen: f(x)=0 & 2,6x=0 & x=0 und
g(x)=0 & 25(x-0,25)=0 & x=0,25.
Die Differenz 0,25 bedeutet, dass die AuRenwand des
Torre Glories an seiner ,Spitze” eine Dicke von 25cm hat.
c) f(144,4) - g(144,4) = 0,39
Der Wert bedeutet, dass die AuRenwand des Torre Glories
am Boden eine Dicke von etwa 39cm hat.

1444 1444
d)V—nJ dx nJ26xdx
0 144

=26T J xdx = 2,67 [§X2]144,4
0

0

- 2,67 (314442 - 0) = 85158
Der Bruttorauminhalt betragt etwa 85160 m?3.

e) V=V, -V,
b4 1444
2
Vi=n | (25(x-025) dx=m [ 25(x-025)dx
0,25 0,25
v
=25n J (x - 0,25)dx
02 1444
} 1.0 :
= 2,5m[3x* - 0.25x] .,

=2,5m(10389,58 + 0,03125) = 81600

V = 85158 - 81600 = 3558
Das Volumen der Aufienwand betragt etwa 3560 m?3.
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(o]

>

h
mv,- JTJ (2\/;)2dx = T[J4XdX = n[2x7}
0

o

=n(2h2-0)=2h2n
V,, = 50ml=50cm?

2h?2n=50 h=\/§=2,82
Das Wasser steht etwa 2,82cm hoch im Gefaf3.

12 a) Lage des Wiirfels:

Die Grundflache des Wiirfels beriihrt die Innenwand mit
den Eckpunkten, d.h., es ist die Gleichung

2-f(x) =d =V2 im Intervall [-4; 0] zu lGsen, wobei d die
Diagonale im Quadrat mit der Seitenldnge 1 ist.

2- 21}cos =V2 < 16cos(gx) =2

1 x€[-40]
«:»cos(s) 3 ©  BX=-14455 & x=-3,68

Wasser bis zur Grundfldche des Wiirfels:
-3,68 -3,68

Vg=m __[4 (2\,cos( )) dx=m I 4cos )dx

- amffsin()],” -32(sin (5(-368) - sin(-3))

=32sin(-0,46m) + 32 = 0,252
0,252dm3 = 0,252 = 250 ml.
Damit das Wasser die Grundflache des Wiirfels berihrt,
missen etwa 250 ml Wasser in das Gefaf3 gefiillt werden.

Wasser bis zur Deckflache des Wiirfels (das Wurfelvolu-

men muss subtrahiert werden):
-2,68 -2,68

=7 J (2\’cos( )) dx-13=m J 4cos

2,68
= Zm[ sm(8 )]_4 -1
=32sin(-0,335m) + 32 - 1 = 3,204.

Damit das Wasser die Deckflache des Wiirfels beriihrt,

missen etwa 3,21 Wasser in das Gefafs gefllt werden.
at+1

)dx 13

b) Bestimmen von a mit n J 4cos( )dx 8,
ae[-2,68; -1].
Die gesuchte Hohe h ergibt sich dann mit h =4 + a.
14 a)
y
1 Gy

T[_I X+1 dx T[J 2x +1)72dx

1 N _ (1.1
n (2(2t+1)+§>‘(2 4t+2>”

"2 2x+‘l)]

Schulbuchseiten 45-46
o

b) A(z) = %[lnl2x+1l]

2x+1

N\—\ O%N
N
Q_

=2(In@z+1) - (1) =@z +1)
im A@Z)= lim (JIn(2z+1)) = +eo
Z—+o Z—+o
Die Flache besitzt keinen endlichen Inhalt.
i - i 1__1 \_1
tgrpoov(t)_” tﬂTm(z 4t+2) 2T

Der Rotationskdrper hat das endliche Volumen V = %

Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen
Seite 46

1 a) F(x )=—sm(nx)+x+c

F(—1)=—% o 1sm(—n)—1+c=—% = c=%

F(x) = 1sm(nx)+x+%
b) £(x) = 6(4x + 13)z

F0 = 2-1-6(4x+ 133 +c = (4x+ )i +c
Fe)=-7 & (4+13)ive=-3
P 33+c=—% & c=-275

(x) =\(4x +13)® - 275

) F(x)=3Inl2+x|+c

F(-1) = ——(:)3[n|1|+c——%<:>c=—%

F(x)=3Inl2+x -5

d) f(x)=6(3x+5)72

F(x) = —%(3x+5)‘1+c=—ﬁ+c

F(—1)=—5<:>—_32+5+C=—%<:>—‘I+c=—%<:>c=%
2 .1

F)=-555+2

e) F(x)=5-e*2-ex+c

F(-1)=-5 & 5-e'+e+c=-5 & c=-5-6e

F(x)=5-ex*2-ex-6e-0,5

f) f(x) = 2sin (3x)

T

F(x) = —%- 3cos (Bx) +c= —%cos (5x) +c

F(-1) = —% & -Leos(-5)+c=-3 & c=-3

F(x) = -Zcos (5x) - 3

2 a) A= j -x2 +1)dx = 2] -x2 +1)dx

-2[pe] z<——o>
2|

=2“ng - 3x]0‘ =2|-4-0| =

b) A= ‘j (3x2-3)dx -

¢) Aufgrund der Punktsymmetrie des Graphen des Inte-

granden zum Ursprung gilt
15

+j ~1,5(x3 - 2,25x)) dx
0

J. (-1,5(x3 - 2,25x)) dx
]

15
x3 - 2,25x))dx = -3 J(x3 - %x) dx
0

-3

64 °

T\J
r—‘o'ﬁA n

1.4_9 2]15 243
X"~ gX

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral L 25



Schulbuchseite 46

3 3
L x=[3x2] ,-9+9-18

zjx2dx 2[3x ]=2(9—o)=18

Das Integral Jdex gibt den Inhalt der Fléche an, die

der Graph von f mit f(x) = x2 mit der x-Achse im Intervall
[-3; 3] einschlief’t. Da G; symmetrisch zur y-Achse ist
und die Intervallgrenzen symmetrisch zur y-Achse liegen,
kann dieser Flacheninhalt ebenso mit dem Integral

2 J x2dx berechnet werden, also durch eine Verdopplung
0

des Inhalts der Flache, die von G; und der x-Achse im
Intervall [0; 3] eingeschlossen wird.

b) Individuelle Lésung (Funktionen, deren Graphen
symmetrisch zur y-Achse sind), z.B.:

fix—> 2x4-3x2+1,

f: x — cos(x),

fix > eX’,

_;ﬁ

-
N
ot
w
£
o
~N
(o]
O
-
-

2n
Es ist J sin(x)dx = 0, da der Inhalt der Teilfliche zwi-
0
schen G; und der x-Achse oberhalb der x-Achse gleich
dem Inhalt der Teilflache unterhalb der x-Achse ist. Die
Flachenbilanz ist null.
Will man den Inhalt der Flache zwischen dem Graphen
der Funktion f mit f(x) = sin(x) und der x-Achse im In-
tervall [0; 2n] berechnen, muss zunachst die Nullstelle
x =1 vonfin |0; 2n[ bestimmt werden. Dann werden
die Integrale tber den Teilfldchen berechnet und deren

Betrdge addiert:
27
J sin(x)dx
T

= (-cos(m) + cos(0)) + |-cos(2m) + cos ()|
=(1+D+[-1-1=2+2=4
b) A sei der Inhalt der Fléche, die G; mit der x-Achse tber
dem Intervall [-2;3] einschlieft.
(1) G liegt stets unterhalb der x-Achse. Daher liefert das
Integral den Wert - A.
(2) G liegt nurin |-2; 2[ oberhalb der x-Achse. Daher
entspricht das Integral nicht A.
(3) G liegtin ]-2; 3] oberhalb der x-Achse und schnei-
det sie in x = -2. Daher entspricht das Integral A.
(4) Gsliegtin [-2; 3] oberhalb der x-Achse. Daher ent-
spricht das Integral A.

A= sin(odx + - [~cos (] + [[-cos ()]
0

L26 | Flacheninhalt und bestimmtes Integral

5 Uberpriifung: individuelle Lésung.
1
1 1 1 1 _13
a) _L(§X3‘1)dx= [t x| -1 2

4
b) [ e05x-1dx = [2e05%-1]4 = 21 - 2e0 = 2e - 2

) | 2cos(x)dx = [2sin( )]%n=2+0=2

d) 35|n(2x+n)dx—[—%cos(2x+n)]z =0-%=—%

N[
x
+
N

e, ’\')%J—\ iz :',%N\:( N

A jax2+2x]3 2115 - 1
2[e 12, =7e" -7

e
h),[42 X dx %J4 X dix = 2[[n|4x—x2|]$

4x - x2

1
- Hin(be - e) - In(3) = 21n (“5%)

b) [fx)dx=1,3)=0
-1

3
[fo0dx=1,3)-1,(M=0-2=-2

1

c) Dal_;eine Stammfunktion von f ist, ist auch F eine
Stammfunktion von f, denn es gilt 1", (x) = F'(x) = f(x).

Die Funktion F besitzt aber keine Nullstelle in [-2; 4]

und kann daher keine Integralfunktion sein.

d) Die Funktion I, hat die Nullstelle x =1. lhr Graph ent-
steht daher aus dem Graphen von I_, durch Verschiebung
um -2 in y-Richtung.

Alle Nullstellen von I, in [-2; 4] sind daher x =1,
x=-18 und x =3,_8.

3
7 l‘lx“__zdx= [2Vx-2]=2-2Vz-2
lim(2-2Vz-2) =
z—2

3
Das uneigentliche Integral 1_dx existiert und es gilt
J; Vx -2

1 _
mdx—z.

N N——w

1 = —_— Z= -_— -
Bmdx—[Z\/x 2]5=2Vz-2-2
lim (2\/2— )=+oo
Z—+

Das uneigentliche Integral J ‘/_dx existiert nicht.



8 a) Schnittstellen der Graphen von f und g:
fx)=gx) & -x2=-2x-15 & x2-2x-15=0

& x=-3 oder x=5.
5

5
A= [(FX) - g()dx= [ (-x2 + 2x+ 15)dx
-3 3
- [-3Eex2 15x] , =15+ 27-851
b) Schnittstellen der
Graphen von f und g:
f(x) = g(x)
& x3=x2+2x
& x(x2-x-2)=0
& x=0, x=-1 oder
X =2.

-1
5.8 37
=0+53+3-0=5
c) Schnittstellen der Graphen von f und g:
fx)=gx) & %=—%x+% © —%x2+4x—1 =0

& x=1 oder x=§.

Seite 47
o o
9 a) Der Drachenflieger befindet sich nach drei Minuten
auf der geringsten Hohe, da nur im Intervall [0; 3] die
Hohendnderung negativ ist.

b) Der Inhalt einer Kastchenfldche entspricht dem

Wert 20 (Hohendifferenz 20 m).

Die Flachenbilanz der Flache zwischen dem Graphen und
der Zeitachse in [0; 8] ist etwa -3,5 +10,5 = 7 K&stchen.
Folglich befindet sich der Drachenflieger nach acht Minu-
ten etwa 250m +7-20m =250m + 140m = 390m (ber
NHN.

1 1
10 2) V=n| (2dx = 11| 4xeax = n[4x7], = 4n
4 0 40
b) V= "J(eo’sx_1)2dx - ”Jex'zdx - nle?])-mn(e?-1)
dx TIJZS (2x +1)"2dx

-n [_2(22)(5+ 1)]12 - "(_% +3) = 2n

Schulbuchseiten 46-47

f"(x)=x—%, 7 (x) =1
f'x) =0 & x—%=0 = =%

X
f(3)=1+0 und f(3)-1
Wendepunkt: W (%‘ %)

Steigung des Graphen von f im Wendepunkt: f(%) -

Gleichung der Wendetangente: y = mx + t,

7__23 4
g ga2tte t=3.

N |
Also: y = -gXx +3¢.

b) Schnittstelle der
Wendetangente mit der \3\——

_2
g

O

t
x-Achse:
9x+——0 & X = M /1’ G
X "6 18 N i
_1.ma.4
A=775"76 =292 . AT T X

0 FW-axt-Ieax 91 2Ng 4

12 Setztmanwc )=Vx+2, g(x)=x-4 und

h(x) = —%x +3, so gilt fir den Inhalt A der gefarbten

Flache
3 7
A= [(F0) - h()dx+ [ (F(x) - g(x)) dx
-1 3
3 7
= [(Wx*2 - (-3x+3) ) dx+ [(Vx+ 2 - (x - 4)) dx
-1 3
3
=_L(m+%x——)dx+j(\/x7 X +4) dx
- (3027 w3+ (B2 - 3 4
(G +2-3- (1)
+ (18- +28- (30125 -3+ 12))
- 133
oder

Die Flache, die der Graph von f und die Koordinaten-

achsen begrenzen, hat einen endlichen Flacheninhalt von

2
A-3.

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral
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Schulbuchseiten 47-48

14 Esist f(t) = gt+1.

a) IH(x) = T(%t + ’I) dt=A(x) = %(1 +f(x))-x, da sich damit
0

der Inhalt A(x) der trapezférmigen Flache zwischen G;
und der t-Achse bestimmen l&sst.

Es ist A(x)=%(’| +f(x))-x=%(1 +%x+1)~x=%x2+x und

damit Io(x)=%x2+x.
b) [(3t+1)dt=2(2+F00)-(x - 2)
’ %(2+%x+1) (x-2)= —x2+x 3

Man erhélt also 1,(x) = %xz +x - 3.
¢) Individuelle Lésung.

15 a)
y
31+ G

2__
1__

X

} t t } } } t t t t t t
Y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 .10 11 12

2 2

] ]
T T
/6| 17--2 -3 4 5 6 -7 -8 -9 10 112

Schnittstellen der Graphen von f und g:
fx) =gx) & %x=\/§ = %x2=x & x2=4x
& x(x- 4) 0 & x= Ooderx 4,

V T[jf ))2dx - nJ ))2dx = an——x2)dx
0
n[;

x2 —EX ] %T[
17 Tangente an G;in
P(ala?):

y=mx+t

f'(x) =2x und f'(a) = 2a
a?=2a-a+t © t=-a2
Term der Tangente:
g,(x)=2a-x-a%

(f(x) - g5(x))dx 2

>

—~
Q

—
[

(x2-2ax +a?)dx 21
_3__
a
=33 -ax2+ azx]
3 0 -4
a-a*+a®-0

[}
w|= L.u\_\ —_— O—— 0 O—— 0

Q
w

L28 I Flacheninhalt und bestimmtes Integral
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18 f() = }2)2 und

f(0)=3 = g(x)=ax+3
Inhalt der Flache, die die
Gerade g, der Graph von
f und die Gerade mit der
Gleichung x=4 im I
Quadranten einschliefien:

(g0 - f(x) dx

A(a) =

1]
— s o—

0(ax+3-(x1A22)2>dx
- 32

Ala)=6 © 8a+8=6 & a=—%

= g(x)=—%x+3

—8a+14 6=8a+8.

19 a) f)=4 & 8-8e05t=4 & e05t=05
& -05t=1(05) & t=-2In(05) =139

Nach etwa 1,4 Sekunden ist die Durchflussgeschwindig-

keit 4.

b) f( ) 4e-05t

f(t)<01 & 4e05t<01 & e05t<

& -05t< ln(%) S t>- Zln( ) 7,38
Ab etwa 7,4 Sekunden nach Beginn nimmt die Durch-
flussgeschwindigkeit um weniger als O,1gl pro Sekunde zu.
c) Esist f'(t) = 4e %t>0 fir alle t. Somit ist f streng
monoton zunehmend, d.h., die Durchflussgeschwindig-
keit nimmt stets zu.

d) Zulauf in finf Minuten, also 300 Sekunden:
300 300

J f(t)dt = J(S - 8e 059 dt = [8t + 16705 3%
0 0

= 2400 +16e7 150 - 16 = 2384 + —- 150 = 2384
V =5001+ 23841 = 28841
Nach fiinf Minuten sind etwa 28841 Ol im Tank.
e) Zulauf in t Sekunden:

t t
[f(tydt=[(8 - 8e-05%)dx = [8x + 16705}
0 0

=8t +16e705t-16
V(t) =500 + 8t +16e705t - 16 = 8t + 16705t + 484
) V(20) =160 + 16710 + 484 =~ 644,00
Nach 205 befinden sich etwa 6441 Ol im Tank.
0,9-4800 = 4320
Eine Drosselung erfolgt, wenn sich 43201 Ol im Tank be-
finden.
Der Tank wird daher fiir die Menge von

43201 - 6441 = 36761 Ol mit 81 befullt.
36761:8 = 45955

Nach 20s + 459,55 = 479,55 = 8min wird die Zufluss-
menge gedrosselt.



20 a) f(X)=0 & 2-eX3=0 & e X*3=2
& -x+3=1(2) & x=3-In(2)=231

b) Esist f'(x)=e**3>0 y
fur alle xeR. Folglich Gt
besitzt f keine Extrem- T
stelle. —5 —t—t—
Esist f"(x) =-e>*3<0 -1 1 34
fir alle xeR. Folglich ist T
G; stets rechtsgekrimmt. u

_3__

_4__

_5__

_6__

_7__

_8__

_9__

_’IO__
c) Esist f(3)=1 und y
f(3)="1. Gy

Tangente an den Graphen
von fim Punkt (3]1) mit | [

m="1: 0 1 3.4 5
1=13+t & t=-2 T

g(x) = x = 2 mit Nullstelle G

X=2

<

=7 (g(x))2dx oder

2
=7 (x - 2)%dx = nJ(x2 - 4x + 4)dx
0

2
0

1x3-2x2+ 4x]

Alternative:

Der Rotationkdrper ist ein Kegel mit Radius r =2 und
Hoéhe h=2.

V=inr2-h-4n-22.2-8n=838
d) Esist 0<c=<xg also 0<c<3-1In(2) =231

— O—— N O—— N
w

m -8n =838

Die Integralfunktion I, mit I( Jf dt besitzt die
Nullstelle x =c.

Da f(x) <0 istflr x <xg, ist [(x) <0 fur c<x<Xx,.
Da f(x) > 0 ist fUr x > x,, ist I. streng monoton zuneh-
mend flr x > Xx,. Zudem ist f streng monoton zuneh-
mend.

Folglich existiert eine zweite Nullstelle x, von I. mit

Xy > Xo-

Schulbuchseiten 48-49

21 Rotiert die Flache y
zwischen dem Graphen
der Funktion g mit

g(x) = x und der x-Ach-
se im Intervall [0; h] um
die x-Achse, so ist der
entstehende Rotations-
korper ein Kegel mit Radius r und Hohe h. Fijr sein Volu-

))2dx = T[J

men gilt V = nJ dx = nJ hzx2dx

h
=n[3h2x3] =7 W h3—3nr2 h.

Alternativ kann die Formel mit g(x) = hx +r hergeleitet
werden.

22 a) h(x)=f(g) = (Ix+1)" -1
H)=3(3x+1) 3 -1= (Ix+1)° - 1=h(x)

b) k(x) =3 'g(f(x))=3%(x2—1)+1)=x2—1+3=x2+2
K(x)=%x3+2x+c

KB)=3 & 1:33+2:34c=3 & 15+c=3 & c=-12

Also: K: X > 3x3 + 2x - 12.

b3~ b4
VD)=0 & -5+5-0 & Z=5 o 2b1-3b3-0

© b3(2b-3)=0 @ b=15 (da b>1)
Esist V'(b)>0 fir 1<b <15 und V'(b) <0 fir b>1,5.
Die Funktion V' hat also an der Stelle b =1,5 einen VZW
von + nach -. Damit hat V ein Maximum fir b =1,5.
Das Volumen ist also fiir b =1,5 maximal.

Seite 49
o

24 V,(z nj

))2dx = HJ( )dx T[J-X 3dx
AERE S

im V,(z)=m- lim <3 - 3—> =3n
zZ—+o zZ+o vz
Der Rotationskdrper, der bei Rotation der nach rechts
unbegrenzten Flache entsteht, hat das endliche Volumen
V1 = 3]-[.

1

V2(Z)=nl(f( X))2dx = an sdx =T ‘/_]1 n(—3+%>

zl[])’]ovz( ) ™ zlEpO(E_ 3) -t

Der Rotationskdrper, der bei Rotation der nach oben un-
begrenzten Flache entsteht, hat kein endliches Volumen.

| Flacheninhalt und bestimmtes Integral L 29



Schulbuchseite 49

2a
f(x)dx = J( x2 + 2ax)dx
0

[—§x3+ax2]0 =

__8.3 343
3a +4a 3a

b) Extremstellen von f:

f(x)=-2x+2a

f(x)=0 & -2x+2a=0 & x=a

Nach Aufgabenstellung liegt eine Maximumstelle vor.
Andere Moglichkeit:

Die Funktion f hat die Nullstellen 0 und 2 a. Damit liegt
der Scheitel des Graphen und damit das Maximum der
Funktion an der Stelle x = a.

Esist f(a) =-a2+2a2=a2

Damit ist a2 die Seitenldnge des Quadrats und sein Fl&-
cheninhalt a*.

Nach Teilaufgabe a) gilt somit %a3 =a% a+0 unddamit

4
a=sz

25 a) A(a

—§(2a)3 +a(2a)?2-0

26 a) h=34+18=52

Hohe der Skulptur: 52 m, Héhe der Miniatur:
25+52m =1,04m = 104cm.

Radius der kreisformigen Bodenflache der Skulptur:

rg = f(-3,4) = 551+ (-3,4)% = 1,595. Die Bodenfléche hat
also einen Radius von ca. 15,95 m bzw. einen Durchmes-
ser von ca. 31,9m.

Radius der kreisformigen Deckflache der Skulptur:

18) = =\1+ 1,82 = 0,927.

Die Deckflache hat also einen Radius von ca. 9,27m bzw.
einen Durchmesser von ca. 18,54 m.

Die Bodenflache der Miniatur hat einen Durchmesser von
etwa z5-31,9m = 0,638m = 63,8cm.

Die Deckfléache der Miniatur hat einen Durchmesser von
etwa %-18,54m =0,371m = 371cm.

b)

-6 -5 -4 -3 -2 10 1 2 3 4 5 &
18 18 )
V=n I (f(x))2dx = m J (%(1 +x2)%) dx
-34

18

18
2)dx = 81 [ 1 3]'
400”J THx2)dx =007 [X +3°|
34
81 _ 7592

- D222 < 12,880

Das Volumen der Skulptur betragt etwa 12880 m3.
Das Volumen der Miniatur betragt etwa

503 -12880m?3 = 0,103 04m? = 103,04dm?>.
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<)
y
2__
St (xIf)
L X
Ry N S SR I
-6 -5 -4|-3 P 1. % 1 2 3 4 5 ¢
kK -7, 1 L
~T{xI- f(X))
_3__
Die Hohe des Wiirfels ist gleich seiner Kantenlange k:
k=x-(-34)=x+34.
Die Eckpunkte des Wirfels beriihren innen die Skulptur.
Wenn d die Diagonale im Quadrat mit der Seitenldnge k
ist, gilt
d=kV2=2:f(x) & (x+34)V2 =2:5(1+x2)2
o SVT+x2 =V2(x +34) mit -3,4<x<0.
d)
y
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Damit die Zelththe moglichst klein wird, muss der Radius
der Grundflache so grof} wie moglich sein, also 25m, fiir
die Modellierung 2,5.

Eine Seite des Kegelquerschnitts liegt dann auf der Gera-
den g durch die Punkte P(-3,4|2,5) und Q(1,8]f(1,8)).
Geradengleichung von g:

y=mx+t

f(1,8) = 0927 und m = 0,927—2]5 21

18- (-34) 400

25=-121(-34)+t & t=14715
g(x) = =251 x + 14715

Nullstelle von g: —%x+’|4715 0 & x=4.86.

Die kleinstmogliche Hohe des Zeltes ist dann etwa
34m +49m = 83m.

27 a) Der Parameter a kommt im Funktionsterm der
Funktion f nur im Nenner des Bruchs vor. Die Funktion
hat daher ihr Maximum an der Stelle t, fiir die der Nen-
ner (t-a)2+1 minimal ist. Der Nenner ist fir t-a =0,
also fur t=a minimal

G¢ hat sein Maximum bei t=5. Somitist a=5.

b) Differenz der zurlickgelegten Wege:

B: sg=57-12s=60m.

A: Der Inhalt einer Kastchenflache entspricht dem Wert 2.
Abzahlen der Kastchen zwischen G; und der t-Achse im
Intervall [0;12]: 2-12 +11,5 = 35,5.

Sp=71m

Differenz s, - sg = 11m



c¢) Fahrer A féhrt in den ersten acht Sekunden schneller
als Fahrer C und hat zum Zeitpunkt t =8 einen Vor-
sprung, der dem Inhalt der Flache zwischen G; und Gg im
Intervall [0; 8] entspricht. Im Zeitraum 8s bis 12s fahrt
Fahrer C schneller. Die Strecke, die er aufholt, entspricht
dem Inhalt der Flache zwischen G, und G im Intervall

[8; 12]. Diese Flache ist jedoch deutlich kleiner als die
erste. Daher Uberholt Fahrer C den Fahrer A in der ersten
zwdlf Sekunden nicht.

d) Man sucht eine konstante Funktion h mit h(x) =

Der Graph von h ist eine zur t-Achse parallele Gerade, die
G, so schneiden muss, dass im Intervall [0; 12| die bei-
den Teilfldchen zwischen G, und G, unterhalb von G, und
oberhalb von G, den gleichen Flacheninhalt haben.

Die Geschwindigkeit ¢'7 ist dann die Durchschnitts-
geschwindigkeit.
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Exkursion: Partielle Integration

Seite 51

1 a) _[x exdx

u'(x) = eX und v(x) = x

1 1

Jx exdx = [x-e]!, - Jexdx=e+e*1— [ex]?,
-1 -1

- 1 _(a-1)y22
=e+g (e e) e

2
b) JSx-exdx
u() e* und v(x) = 5x

2 2

JSX exdx = [5x-e] —ISexdx=1Oe2— [5ex]3
0 0
=10e2-(5e2-5)=5e2+5

) Jx-sin(x)dx
0

u'(x) =sin(x) und v(x) = x
Jx sin(x)dx = [x-(-cos (x))]7 - J cos (x)) dx
0

- [-sin(x ]0—7'[ (0-0)=

d) Tx-cos(x)dx

0
u'(x) = cos(x) und v(x) = x
Jx-cos(x)dx = [x-sin(x)] § —Jsin(x)dx
0 0

- [-cos(¥)]f=-(1+1)=-2
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(o}
2 Individuelle Ldsung, z.B.:
Ml =¢ ceR
)
Jc-exdx= [c-ex]y=cle-1)
0
@)/ l=ax, aeR
)
Jax-exdx
0
u'(x) =e* und v(x)=ax
1 1
Jax-exdx = [ax-e]] —Jae"dx
0 0
-ae-[aeX])=ae-(ae-a)=a
3 1 =be® aeR\{-1}, beR
1 1
]
ibeax'exdx =£be(a”)xdx = [a—liq-em”)x]o =542 1-1)

3 LK) jln f n(t)dt
i

u'(t) = 1 und V(D) = In(t)
J1'ln(t)dt= [t-In()* _Jt.%dt
)
= [t-In()]} - t]x
=xIn(x) - x +1
Da Iy mit 1;(x) = xIn(x) -

[n-Funktion ist, ist auch F mit F(x) =
Stammfunktion der In-Funktion.

[t-In(t) - t]}

xln(x) - x eine

4 a) I,(x) jt etdt

u'(t) = et und v(t) =t

Tt-etdx= [t-et]g—Tetdt=xex— [ef]§ = xex - ex+1
%(X)=(x 1) 0

b) Iy ( jzt sin(t)dt

u'(t)—sm() und v(t) = 2t

TZt- sin(t)dt = [2t-(-cos(t))]§ - T(—Zcos(t))dt
0 0

= -2x-cos(x) - [-2sin(t)]}
= -2x-cos(x) + 2sin(x)
F(x) = 2sin( ) - 2x-cos(x)
o) Iy(x) Jt cos (t)dt
u'(t) = cos() und v(t) =t

Tt- cos(t)dt = [t-sin(t)]§ - T sin(t)dt
0 0

=x-sin(x) -
F(x) = x-sin(x) + cos(x)
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X +1 eine Stammfunktion der

[-cos(t)] = x-sin(x) + cos (x) - 1

L31
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d) 1, (%) Jt e tdt

u'(t)=e t und v(t) =t
[tretdx=[t-(-e )% - [(-e)
0 0

=-xex-ex+1=-%-TL 1

dt=-xe™- [e7]}

5 Jsin(x)~cos(x)dx
0

—~
x
ol
1

cos(x) und v(x) = sin(x)

[=INIE]

sin(x) - cos (x)dx = [sin(x)-sin (x)] cos(x) - sin(x)dx

[SE e AT N
O—— =

= ZJsin(x)-cos(x)dx= [sin(x)-sin(x)]§=’l -0=1
70

o J.sin(x)-cos(x)dx=%
0

2
6 a) sz-exdx

0
u;(x) = eX und v, (x) = x2
2 2 2
JxZ-ede= [xz-ex]g—J2x-exdx=4e2—sz-exdx
0 0 0

Zweite partielle Integration mit u;(x) = eX und

V,y(x) = 2x:
2

2
JxZ-ede =4e2 - ([Zx-ex]g —JZexdx>
0 0
= 4e? - (42 - [2e1]2) = 2e2-2

-t s
b) sz-cos(x)dx=—2Jx2-cos(x)dx

n 0
u;(x) = cos(x) und v (x) = x2

T T
—2Jx2-cos(x)dx=—2[x2~sin(x)]g+2J2x-sin(x)dx

0 m 0

=2J2x~sin(x)dx
0

Zweite partielle Integration mit u'z(x) =sin(x) und
Vv, (x) = 2x:

sz -cos(x)dx = 2 ([ZX “(=cos(x))] 7 - T(— 2 cos(x)) dx>
hus 0
)]

=2(2m+ 0~ [-2sin(X)]7) = 47

25
) Jx2~(2x—5)4dx

0
uy(x) = (2x = 5)* und v4(x) = x2
25 e 25
sz 2x - 5)4dx = [xz-%@x- 5)5]0' - J%x~(2x— 5)5 dx
0 0

25
= I%x-(Zx - 5)°dx
0

Zweite partielle Integration mit u'z(x) =(2x-5)> und

v,y (x) = %x:

25

J xZ-(2x - 5)*dx
0
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31( )—sm(x+’|) und v, (x) = x2

J x2-sin(x + 1)dx
-1 -1

= [x2-(-cos(x +1)|™" - J (-2x-cos(x + 1)) dx

nf'l_

J (-2x-cos(x + 1)) dx

-1

Zweite partielle Integration mit u'z(x) =cos(x +1) und
V,y(x) = -2x:

= (m-12-1-1-(-1) -

-1 -1
=(m-1)2+1- <[ 2x-sin(x + )] - j(—zsin(xm))dx)
(0-

[2cos (x + 1] ™)
=(m-12+1+(-2-2)
=(m-12-3=n2-2n-2
7 a) fx)=0 & x-sinx)=0 & x=k-m, keZ
b) Jx-sin(x)dx
0
u'(x) =sin(x) und v(x) = x
Jx sin(x)dx = [x-(-cos(x))|§ - J -cos (x)) dx
0
= [x-(=cos(x))] 7 - [-sin(x

= [sin(x) - x-cos (x)| §
=0+m-(0-0)=

N

) fx sin(x
; ]27[

-3n

= [sin(x) - x-cos(x)] 2™ (vgl. Teilaufgabe b))
=0-2n-(0+m)=
3n
Jx-sin(x)dx = [sin(x) - x-cos (x)] 2™ o
2 =0+3n-(0-2m)=5n
(k+1)70
J X+ sin(x)dx
km

- [[sin() - x-cos (] &7

=|k+ 1) +kn| =2k +1m, keZ
Der Inhalt der Flache, die von G; und der x-Achse im In-
tervall [kr; (k + 1) 71|, keZ, eingeschlossen wird, betrégt
|2k + 1| . Die Inhalte der Flachen tiber benachbarten
Intervallen [krm; (k+ 1] und [(k+1D)m; (k+2)n] wer-
den fur grof3er werdendes |k| grofier; sie unterscheiden
sich jeweils um 2.
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Das Losungsheft enthalt die Losungen zu allen Aufgaben, die nicht im Schulbuch
gelost werden. Es unterstiitzt Sie im Unterricht und ermdglicht Ihren Schiilerinnen
und Schiilern, sich zu Hause zu kontrollieren und ihr Wissen zu festigen.
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