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| Trigonometrische Funktionen

Seiten 8 und 9
(o]

o
Die Losungen zum Check-in finden Sie am Ende vom
Schulbuch.
1 Sinus und Kosinus am Einheitskreis
Seite 10
(o}

Einstiegsaufgabe

Fir die Berechnung geht man davon aus, dass die Ein-
stiegsplattform sich etwa der Mitte des Kreises befindet.
In der Wirklichkeit ist sie etwas tiefer; etwas weniger als
die Halfte des Sonnenrads liegt in den Kolkofen.

Winkel o Rechnung zu Héhe h (in m)
o = 45° h =18-sin(45°) = 12,8

o =90° h =18-sin(90°) = 18

o =135° h =18-sin(135°) = 12,8

o =180° h =18-sin(180°) = 0

o = 225° h =18-sin(225°) = -12,8

o = 270° h =18-sin(270°) = -18

o = 315° h =18-sin(315°) = -12,8

Zeitt (in min) | 0 | 2 4 6 | 8 10 12 14 | 16
Winkel o 0° | 45° | 90° 135°|180° 225° 270°| 315° 360°
Hoheh (inm) 0 128| 18 128 0 -128 -18 -128| 0

Seite 12
(o]

1 sin(o) = sin(45°) y
~ 0,7 = cos (o)

sin(B) = sin(135°) = 0,7

cos(B) = cos(135°) = -0,7

sin(y) = sin(225°)

= -0,7 = cos(y)
sin(®) = sin(315° = -0,7
cos(®) = cos(315°) = 0,7

Hinweis: Die exakten Werte sind +g =+0,7 und

2
-2<-07

R(=0,7]|-0,7)= S(0,7]1-0,7)

2 a) sin(10°) =~ 0,174
¢) sin(160° = 0,342
e) cos(240° = -0,5

b) sin(30°) = 0,5
d) cos(-10° = 0,985
f) cos(450°) =0

3 a) sin(90°) =1
c) cos(180°) = -1

b) sin(330°) = -0,5
d) cos(270°) =0

4 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

5 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

Schulbuchseiten 8-12
o

6 a) oo=2810°=90°+2-360° d.h. o =90°.
Weitere Winkel mit gleichem Sinuswert sind z.B. 450°
und 1170°.

y y y
1 1 1
N A LA .
1 | 1 | 1 |
—1\ 0 1 —1\ 1 —1\ 1

11709
-1 “1 1

b) o=-330°=30°+(-1)-360° d.h. o = 30°.

Weitere Winkel mit gleichem Sinuswert sind z.B. 390°
und 750°.

c) o =540°=180°+1-360° d.h. o =180°.

Weitere Winkel mit gleichem Sinuswert sind z.B. -180°
und 900°.

d) o=-810°=270°-3-360° d.h. o =270°.

Weitere Winkel mit gleichem Sinuswert sind z.B. 630°
und 990°.

7 a) sin(o) =-1;, oo =270° y

(Taschenrechner) /
270°
X
R |

Am Einheitskreis erkennt
ren Winkel zwischen 0° | 0

man, dass es keine weite-
1
und 360° gibt. \
ol

b) sin(o) = 0,5; o = 30° y

(Taschenrechner) 0(-0,7]0,5) -1 P(0,7]0,5)

Zusétzlich erhélt man 55

o = 180° - 30° = 150°. 20\ x
_‘1\ 0 !

_’I—/

c) sin(o) = 0,25; o = 14,5° y

(Taschenrechner) Ly

Zusétzlich erhalt man 16559 145°

o = 180° - 14,5° = 165,5°. Q : =P
! 0

d) sin(a) = -0,7; o =-44,4°

T
/1
y
(Taschenrechner) Ly
Zusatzlich erhalt man 224,4°
o = 180° — (- 44,4°) 7N X

=224.4°, { 44 4° ‘,I

| Trigonometrische Funktionen L1



Schulbuchseiten 12-14

e) cos(o) = -1; o =180°
(Taschenrechner)
Am Einheitskreis erkennt

man, dass es keine weite- 18? X
ren Winkel zwischen 0° 0 4

f) cos(a) =0,5 o=60°
(Taschenrechner)
Zusatzlich erhalt man
o= 360° - 60° = 300°.

y
N
und 360° gibt. \\ /
_1_
y
P

g) cos(a) = 0; o =90° y
(Taschenrechner)

Zusatzlich erhalt man
o= 360° - 90° = 270°.

h) cos(o) = 0,6; o =53,1° y
(Taschenrechner)
Zusétzlich erhélt man

o = 360° - (53,1°) = 306,9°.

8 cos(180°) = -1
cos(160°) = - 0,940
cos(210°) = -0,866
cos(130°) = -0,643
cos(270°) =0
cos(60°) = 0,5
cos(340°) = 0,940
cos(5°) = 0,996
cos (0% =1

Das Losungswort ist GEOMETRIE.

m—x—mMmzOmao

9 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

10 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

1 a) d=12a2=-12a =
H o 2 o
sin(459) = 2- 2= 12 o |,
o 2 /,
cos(459) =2 = 2 i5°

L2 | Trigonometrische Funktionen

b) h-Yaz- (§) - a2 - Ja 30°
1
2

sin(30°) = 2 - a

cos(30°) = 2 = g @
a

c) Skizze siehe Teilaufgabe b). 2

sin(60°) = 2 = g

cos(60°) = % = %

12 Fir o =45° und o =225° gilt sin(o) = cos ().
Begriindung:

Fur jeden Punkt P(u|v) auf dem Einheitskreis gilt
u=cos(x) und v =sin(c). Damit sin(x) = cos(x) gilt,
muss also u =v gelten. Dies ist nur der Fall, wenn der
Punkt P auf der 1. Winkelhalbierenden liegt. Daraus folgt
o = 45° oder o = 225°.

13 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

2 Das Bogenmaf}

Seite 13
(o]

Einstiegsaufgabe

Winkel o 360° | 180° | 90° 1° 720° 855° k°
. 1 1 1 720 855 k
Strecke s (inm) | 1 3 7 | 360 | 360=2 320724 360
Seite 14
o o
X __o 45 51
1 a) 57" 3605 X = 3605 2T =3 TL
2200 51
b) X =3g5e 2T =gt
_36 51
) X = 360° 2m=zn
_36° 1
d) X = 3¢5 2m = 270
€) X=505- 21 = 2o
360° 180
_135° ,__3
f) X = 350° 2m=gm

o X 1 o _ o
2 a) @=E;a=ﬁ-360 =180
b) o = 5-+360° = 45°
¢) o =2%-360° - 360°

d) o= %27 360° = 36°

&) o= %3600 = 54°

f) o=-2-360°=10°



3
Ty
x=I
2 (o2
] o =90° 5
x=7" o=72°
o =135°
x=7 [ o =180° a=0°|x=0 X
1om \ o =200°
"o
o =300°
o ={270° "5
3n ]

Die Winkel o= 0° o =90° o =180° und o =270°
wurden im Grad- und Bogenmaf exakt eingezeichnet. Fiir
die Lage der anderen Winkel geniigt dann die ndherungs-
weise Positionierung. Dies ermdglicht bereits die ein-
deutige Zuordnung.

Winkel im Gradmafd Winkel im Bogenmaf}

o=72° x=%"
o = 135° x=31
o = 200° x =11
o = 270° x =31
o = 300° x =21

4 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

_25° T
5 a) X =355 21 = 75 = 0,044

b) oc=§'360°= -2 55-360° = -90°
0) o=21360° = -540°

d) x=%~2n=4,5n

€) X = 505+ 27 = - 95 = ~0,035

f) o=55-360° = 114,59°

6 Umrechnung ins Gradmaf3:

x=1: o= 22-360° = Z--1-360° = 90°
x=-15m: o= -270°

X =37 o = 540°

X = -7 o =-180°

x=7: o = 45°

Schulbuchseiten 14-17
o

Da auf dem Einheitskreis gilt: -270° (bzw. -1,5m) ent-
spricht 90° (kurz -270° 2 90°) gehoren die Werte 90°,%
und -1,51 zu demselben Punkt auf dem Einheitskreis.
Wegen -180° 2 180° 2 540° gehdren -180°, -t und 37t
zu demselben Punkt auf dem Einheitskreis.

Ebenso gilt: -315° 2 45° 2 405°. -315°, % und 405° geho-
ren zu demselben Punkt auf dem Einheitskreis.

7 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

8 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

3 Sinusfunktion und Kosinusfunktion

Seite 15
(o]

Einstiegsaufgabe

a) Der Schatten der Kugel bewegt sich ausgehend von
Position 0 auf der Projektionswand nach oben bis zu

y =1 und dann wieder nach unten tber die Ausgangspo-
sition (y =0) hinweg bis y =-1. Danach bewegt er sich
in Richtung der Ausgangsposition (y = 0).

b)
X 0 % T %n 2n
y 0 1 0 -1 0
Seite 17
o o
1

y f(x) = sin(x) g(x) = cos(x)

/7SN /75
a) () = sin(m) = 0; g () = cos(m) = -1
b) f(3) =sin(3) - g(3) =cos(3) =0
c) f(%n) =sin (%n) =-1 g(%n) = COoS (%n) =0
d) f(-m) =sin(-m =0 g(-m) =cos(-m) = -1
O (B -sn(H--1  gl-2)-cos(-F-0
f) f(—%n) = sin (—%n) =1

2 a) sin(0,2m) = 0,588
o) sin(0,3) = 0,296
e) cos(0,3) = 0,955

b) sin(2) ~ 0,909
d) cos(2) = -0,416
f) cos(z) = 0,809

| Trigonometrische Funktionen L3



Schulbuchseiten 17-18

3 a)
X f(x) = sin(x) g(x) = cos (x)
0 Wo-o Wi =1
2 Wi-05 W3 =087
z W3 =087 Wi-05
z & =1 Wo-o0
Zn = 0,87 -05
2x 05 =-087
by 0 -1
In -05 =-087
ax =-0,87 -05
3 -1 0
2 ~-0,87 05
Nx -0,5 = 0,87
2n 0 1

b) und c)

4 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

5 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

Seite 18
(o]

6 Aufgrund der 2 ni-Periodizitét der Sinusfunktion gilt:
sin(17,5m) = sin(-4,5m) = sin(-0,5m),

sin(=3,5m) = sin(4,5m) = sin(12,5m),

sin(17m) = sin(15m) = sin(-47m)

(da sin(m) =sin(k-m), kez).

7 a) sin=0 fur x,=0

weitere Stellen:

Xy =Xq =T = -TE[-T; 37]

X3 =X+ 1= ME[-T; 37]

X4 =Xy + 27 = 2nE[-T1; 37]

Xs =X+ 37 =3n€[-1; 37]

An den Stellen -, 0, 11, 271 und 31 hat die Sinusfunktion
den Wert 0.

sin() =1 fiir x,=3

weitere Stellen:

X=Xy~ 2T = —BTT[EE[—JT;BT[]
X3=X,+2m=25n€[-m;3m7]

An den Stellen 0,5 und 2,5 hat die Sinusfunktion den
Wert 1.

L4 1 Trigonometrische Funktionen

sin(x) = -1 fur x, = 3771

weitere Stellen:

X, =Xy = 21 = -5 €[-1; 3]

X3=Xq+ 27 =35me&[-m; 37]

An den Stellen -0,51 und 1,57 hat die Sinusfunktion den
Wert -1.

b) cos(¥) =0 fir x,=5

weitere Stellen:

X, = =X, = ~5€[~1; 37]

X3 = X4+ W =15m€[-11; 37]

Xy =Xq*+2m=25n€[-m; 3]

An den Stellen -0,51; 0,51; 1,57 und 2,51 hat die
Kosinusfunktion den Wert 0.

cos(x) =1 fur x,=0

weitere Stellen:

X, = X4+ 27 = 2n€E[-1; 37]

An den Stellen 0 und 2t hat die Kosinusfunktion den
Wert 1.

cos(¥) =-1 fUr x,=m

weitere Stellen:

X=Xy~ 21 =-n€[~-1;37]

X3 =X, + 27 =3n€E[-1; 37]

An den Stellen -, m, und 31 hat die Kosinusfunktion den
Wert -1.

8 a) Dies trifft auf die Sinusfunktion zu, da sin(x) >0
fur x€[0; n).
Dies trifft auf die Kosinusfunktion nicht zu, da

cos (%’T) =-05<0.

b) Dies trifft auf die Sinusfunktion nicht zu, da sin(0) = 0.
Dies trifft auf die Kosinusfunktion zu, da cos(0) = 1.
¢) Dies trifft auf die Sinusfunktion nicht zu, da

sin (57”) =1

Dies trifft auf die Kosinusfunktion nicht zu, da z.B.

cos (S—ZH) =0.

d) Dies trifft auf die Sinusfunktion zu, da sin(x) <0 fur
XE [T[; 37”] .

Dies trifft auf die Kosinusfunktion zu, da cos(x) <0 fir
3n
XE [T[; 7] .
9 Interpretiert man den Graphen A bzw. B bzw. C als
Ausschnitt aus f(x) = sin(x), ergeben sich
. 3 . 31 5
z.B. fur A: [%, ﬂ], [‘7”; -n]; fiir B: [7”, = ], [-%;
.. n 5n 3n m
fur C: [5, al [—7,5]
Interpretiert man den Graphen A bzw. B bzw. C als
Ausschnitt aus g(x) = cos(x), ergeben sich z.B.
fur A: [0; %], [‘27’[; —37”]; fur B: [T[; 2T[], [—T[; O];
fir C: [0; 27, [-2m; 0].

N=

|

10 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

11 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.



12 a) Punktsymmetrisch y

zum Ursprung bedeutet /1

fx) = -f(-x).
{
-1
f

Es gilt sin(-x,) = -sin(x,)
\_1
1
1

der Graph der Sinusfunk-
tion punktsymmetrisch
zum Ursprung.

sin(-x4)

b) Eine Funktion ist
symmetrisch zur y-Achse,
wenn f(x) = f(-x).

Es gilt cos(-x,) = cos(x,)
fur alle x,€R, also ist

der Graph der Kosinus-

funktion achsensymme- cos(—x1)\\
trisch zur y-Achse. - n

fur alle x;€R, also ist 0
0

c) Drehung des Dreiecks . y
um 90° im Gegenuhrzei- sin(x +3), 17 X+
gersinn: 90°
sin(o +90°) = cos (o) ent- A Y oox
spricht im Bogenmaf3 ! 0 !

sin (x + %) = cos (x). \

13 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

4 Die allgemeine Sinusfunktion

Seite 19
(o]

Einstiegsaufgabe

Der Graph von g geht aus dem Graphen der Sinusfunk-
tion hervor durch Streckung mit dem Faktor 2 in y-Rich-
tung. Funktionsterm z.B. h(x) = 2-sin(x).

Der Graph von h geht aus dem Graphen der Sinusfunk-
tion hervor durch Verschiebung um 2,5 in y-Richtung.
Funktionsterm z.B. g(x) = sin(x) + 2,5.

Der Graph von i geht aus dem Graphen der Sinusfunktion
hervor durch Verschiebung um —% in x-Richtung.
Funktionsterm z.B. i(x) = sin (x - (—%)) = sin (x + %)
Aufgrund der Periodizitdt mit der Periode p =2m gibtes
unendlich viele weitere Méglichkeiten diese Terme anzu-
geben, z.B.

g(x) =sin(x + 2m) + 2,5;

h(x) =2-sin(x + 2m);

i) =2-sin (x + 57")

Schulbuchseiten 18-22
o

Seite 22
(o]

1 a) Amplitude a =5, somit Streckung in y-Richtung
mit Faktor 5; Verschiebung um +2 in y-Richtung.

y
71

6 4
f(x) =5sin(x) + 2

y <

NEE S
=
w
S
N
=

_3 =4
b) Amplitude a = %, somit Streckung in y-Richtung mit
Faktor %; Verschiebung um —% in y-Richtung.
Ay
2 -
//:
_1 -

_2 -
c) Amplitude a =25 somit Streckung in y-Richtung mit
Faktor 2,5; keine Verschiebung in y-Richtung.

y
21

R
32T

n m
L 2 2
L f(x) = -2,5cos(x)

d) Amplitude a =3, somit Streckung in y-Richtung mit
Faktor 3; Verschiebung um 3 in y-Richtung.

y
61

f(x) = -3sin(x) + 3

l 1 1
n 0 ﬁ J![ 3lj 2|r[
2 -1+ 2

Hinweis: Das Minuszeichen bei einem negativen Streck-
faktor bewirkt eine Spiegelung an der x-Achse.

| Trigonometrische Funktionen L5



Schulbuchseiten 22

2 a) b =4; Streckung mit dem Faktor% in x-Richtung;
Periode: p = g

NAA DA
VAV IRVAVIAVE

b) b =3; Streckung mit dem Faktor% in x-Richtung;

Periode: p = ZT”
y

: / /\/\/\/\X
ARVEAVE S /EA/E AN

c) b= %; Streckung mit dem Faktor 5 in x-Richtung;
Periode: p=10m

y

. Ol A z'nW 81 91 101
-1

d) b=3; Streckung mit dem Faktor 2 in x-Richtung;

.4

Periode: p=6

ﬁ
-—
NEES

3 a) Am Funktionsterm g(x) = 2-sin(x) + 1 sind ab-
lesbar: ,b=1¢c=0und d=-1. Kg geht aus der
Sinuskurve durch eine

und eine Verschiebung nach oben um 1 hervor.

g(x) =2sin(x) +1 3 y

\

t t ¥ }
g J 0
/ 3 N

/—21'[ _7" -mN\-2/7

N\ //
~ 1

b) An g(x) = -sin(3x) - 1 sind ablesbar: , b=3
c¢=0 und d=-1. Kg geht aus der Sinuskurve durch eine
, eine Streckung in x-Richtung

mit dem Faktor % und eine Verschiebung nach unten um
7 hervor.

f(x) = si_n (x)

S o

g(x)=-sin(3x) -1

L6 | Trigonometrische Funktionen

¢ An g(x) =3-sin(m(x - 2)) sind ablesbar: , b=,
c=2 und d=0. K geht aus der Sinuskurve durch eine
, eine Stre-

ckung in x-Richtung mit dem Faktor % und eine Verschie-

bung nach rechts um 2 hervor.

g(x) =3 -sin(m(x - 2)

£(0) = sin(x) ke

d) An g(x) = cos(4(x + m) - 1 sind ablesbar: , b=4,
c=-n und d=-7 K, gehtaus der Kosinuskurve durch

eine Streckung in x-Richtung mit dem Faktor %, eine Ver-

schiebung nach links um m und eine Verschiebung nach
unten um 7 hervor.

y
] f(x) = cos(x)

/, \\\ p = \\\ /— \\\ /,’ \\\
, N - . ; ,

1 \\I 1 V/ \J 1 I// 1 \\‘ 1 I/I 1 S

3 y AN
2 ST N RN 2P 2
g(x) = cos(4(x +m) -1

e) An g()=-cos(x+7) +2 sind ablesbar: :
b=1 c= -% und d =2. K, geht aus der Kosinuskurve

, eine Verschiebung
nach links um % und Verschiebung nach oben um 2 her-

durch eine

vor.

y

g(x) = —cos(x + %) +2

2 N2 2 20
f(x) = cos(x)

_2__
f) An g = —%'cos (3 =) sind ablesbar: ,
b= %, c=1 und d=0. K geht aus der Kosinuskurve
durch eine

, eine Streckung in
x-Richtung mit dem Faktor % und eine Verschiebung nach

rechts um 1 hervor.

g0 =1 cos(g S(x- 1))

/TS ~ Clat _—
Vi \ / \ 4 \ 1 \
x 7 \ ’ \ 4 Xy
; \ \ \ /
| 4 y fl f I il I 1 I
\
.




4 a) g =4-sin0-1; A=4; p=2n
b) gx) =-sin(x) +2; A=1;, p=2m

) gk=-2- sm( ) A=2; p=4n
d) gx) =§-sin(x +3); A= 5,- p=m
o Seite 23 o
5 a) K¢ geht aus der Sinuskurve durch eine Streckung in
x-Richtung mit dem Faktor % hervor: f(x) = sin(2-x).

b) K geht aus der Sinuskurve durch eine Streckung in
x-Richtung mit dem Faktor 2 hervor: f(x) = sin(0,5-x).
¢) K geht aus der Sinuskurve durch eine Streckung in

x-Richtung mit dem Faktor % hervor: f(x) = sin (5-x).

d) K; geht aus der Sinuskurve durch eine
, eine Streckung in x-Rich-

tung mit dem Faktor % und eine Verschiebung nach links
um 0,5 hervor: f(x) =1,5-sin(mt- (x + 0,5)).
e) K; geht aus der Sinuskurve durch eine

, eine Streckung in
x-Richtung mit dem Faktor % hervor: f(x) = -0,5-sin (7-x).

f) K geht aus der Sinuskurve durch eine
und eine Streckung in x-Richtung mit dem

Faktor % hervor: f(x) = -sin(3-x).

6 a) f(x)=-2-cos(x+73)

K¢ geht aus der Kosinuskurve durch eine Streckung in
y-Richtung mit dem Faktor -2 und eine Verschiebung
nach links um % hervor.

g7(x) = -2cos(x) f(x)=—2cos(x+3)

g1(x) = COS(X)

K geht aus der Kosinuskurve durch eine Streckung in
x-Richtung mit dem Faktor 2 und eine Verschiebung nach

y

b) f(x) = cos(0,5x) -

unten um 71 hervor.

2__

g,(x) = cos(0,5x)

g1(x) = cos(x)

f(x) =cos (0,5x) -1

Schulbuchseiten 22-24
o

) f() =3-cos(7x) +1
K¢ geht aus der Kosinuskurve durch eine
, eine Streckung in x-Rich-

tung mit dem Faktor% und eine Verschiebung nach oben

um 71 hervor.

g4(x) = cos(x) f(x) = 3cos (% x)+ 1

g3(x)=3 cos( | & (x) = 3cos(x)

[N
x
~=
=
|

7 a) K b) K, 0 K, d) K

8 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

9 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

Seite 24
(o]

10 a) Amplitude A=1; p=3-2n=6n
g(x)=—cos(%-x) -2

b) A=4; p=2m
g(x)=-4-cos(x -1 +1

c) A=05; p=%-2n=%n
g(x)=-0,5-cos(3-x)

d) A=3; p-2n

g = -%'cos(x+’l)

11 a) Periode 2; Amplitude 1; f(x) = sin(m-x)
b) Periode 4; Amplitude 1; f(x) = sin (%x) +1

c) Periode 2m; Amplitude 2; f(x) = 2-sin (x - %)

12 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

13 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

| Trigonometrische Funktionen L7



Schulbuchseiten 24-27

14 a) Mithilfe des Hochpunktes H(2]3) und des Tief-
punktes T(6|-3) bestimmt man die Parameter a, b, c
und d:
a=3

2n .1
p=2‘(6—2)=8; b=T=Z

8 3+(-3

=2-4=0d==——=0
Einsetzen der Parameter ergibt:
f(0) = 3-sin (7x)
b) H(0]9); TGI:
a= u =4
p=2-(3—0)=6. b=2-2
c=0;d= 2 +1 =5
Einsetzen der Parameter ergibt:
f(x) = 4-cos(3-x) +5.

0 T(O]-1); H2n|2):
a="t2--15
p=2-Qn-m=4m b=22=05
c=0=-2", d—2+—(”—05

Einsetzen der Parameter ergibt:
f(x) = -1,5-co0s(0,5-x) + 0,5.

15 a) Wahr, denn p———2

b) Wahr, denn die Funktionswerte liegen zwischen 1 und
3.

¢) Falsch; der Graph ist punktsymmetrisch zu P(0]1) auf-
grund der Verschiebung um 1 in y-Richtung.

d) Wahr, denn f(2,5) = 2-sin(2,5m) +1= 3.

16 Eine Verschiebung der Kosinuskurve um % nach

rechts ergibt die Sinuskurve. Weitere Moglichkeiten erge-
ben sich aufgrund der Periodizitdt p = 2m. Z.B. sind auch

Verschiebungen der Kosinuskurve um 52 nach rechts
oder um 32 nach links moglich.

17 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

5 Trigonometrische Gleichungen

Seite 25
o

Einstiegsaufgabe

a) An () =5-cos(5-t) +10 ablesbar: a=5, b=7,
c=0 und d=10.

Periode: p = 27” =4
2

S
1_
By £y -1as
1 1 1 1
5 Tt :
1 1 1 1 t
11 1 11 1 1] 1 11 1 1 1 1 1
o T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 10 11 12 13

Aus der Zeichnung abgelesene Zeitpunkte, an denen der
Abstand des Gewichtsstlicks vom Tisch 12,5cm betragt:
0,7s; 3,3s; 4,7s und 7,3s.

L8 1 Trigonometrische Funktionen

b) Rechnung: f(t) =12,5

5-cos(5-t) +10 =125

cos( ) 0,5

Erste Losung t;:

Zt=3%, da cos(5) =05

t,=2=0,67

Zweite Losung t, aufgrund der Achsensymmetrie der
Kosinuskurve zur y-Achse:

Z-ty=-3, da cos(-3) = 05.

t,= —§ <0.

Somit ist dies keiner der gesuchten Zeitpunkte.
Weitere Lésungen aufgrund der Periodizitdt mit p = 4:
t3 —t1+4-—~467

ty=ty+4-2 =333

to=t,+2:4=2=733

Die aus der Zeichnung bestimmten Werte stimmen gut
mit den rechnerisch bestimmten Werten tberein.

Seite 27
o

1 a) Ein Lineal wird auf der Héhe 0,8 angelegt und die
Schnittstellen der Geraden y = 0,8 mit der Kosinuskurve
abgelesen:

—6,9,' Xy = = 5,6; X3 =
X7 =11,9; xg=13,2.
b) Die Schnittstellen der Geraden y = 0,4 mit der
Kosinuskurve sind: Xy =-74; X, =-51; x3=-12; x,=12;

=51; X¢ =74 X754 Xg=13,7; Xo =177
c) Die Schnittstellen der Geraden y = -0,2 mit der
Kosinuskurve sind: x; = -4,5; x, = -18; x3=18; x4 =4,5;
X5 = 81; X =10,8; x;~14,3; xg =171
d) Die Schnittstellen der Geraden y =-0,6 mit der
Kosinuskurve sind: x; = =41; X, =-22; X3=22; X, =4];
X5 = 8,5; Xg =10,4; x;=14,8; xg=16,6.

—0,6; X4 = 0,6; Xg = 5,6; Xg = 6,9;

2 a)sin=1 x=5
b) cos®=1; x,=0, x,=2m

c) sin(x) = -1; x=37”

d) cos(x) = 0; x1=%, x2=377T

3
X sin(x) cos (x)
0 0 1
b1d 1 1
6 2 E‘E
n 1 1
N 52 2
I 1 1
n
2 1 0

H U

a) sin() =05 x;=¢;

L= {§im

b) sin() =-05; x,=-¢; Xz—T[_X1=%T[,

X3 = X4 +2n=gn L = {%n;%n}



¢) sin(x) = %\/_ %

T - {iidn)
d) sin() = -3V3; %= -5; X2=n-x1—§n,~

5
X3=Xq+2m =37

,_
f—’R
|
wlul
9
Ny

373

e) cos() =0; X;=75; X, =X =—%;

X3 =X, + 21 =31 L={%;%n}
1 n n

1)) COS(X)=§' X1=37 X=X =735

X3 = X; + 270 = 21 L={§;§n}

1 n -
) cos® =3V3; x;= -5 X, = -x;= 5

- -n ~(nn
X3=Xyt 2T =T L {6,6n}
h) cos®) = 3V2; X =75 Xy = =Xq = =%;

- -7 - (n 7
X3 =Xy + 27 =T L {4,47'[}
4 sinx)=-0,5
a)I=[0;2n]

X, =g €|
x2=n—x1=ZnEI
x;=-Z+2m=Une|
b) | =[0; 4]
x1=—%¢l
x2=n-x1=%nEI
x;=-Z+2m=Une|
4=%n+2n=%n6I
X5 = ——+2 2n=2 JTEI
(9] I—[n,3n]
X;=-g €|

_ _7
Xp=T =X =gn €|
x;=-Z+2m=Une|
x4=%n+2n=gn¢l
d) 1 =[-3m; 7]

X,=-g €|

Xy =710 - x1-2n¢l

x3=—f—2n—-%nEI

X4=%T[—2T[=—%T[€|
7 17

Xg=gM=2-2n=-¢mnE|

5 a) Individuelle Lésungen, z.B.
X, = 0,68; X, =1 - X, =246

x =Xq+2m=~6,96

X4 =X, + 21 =874

b) x;=215; x,=-x,=-215
X3 =Xq+ 27 = 8,44
x4=x2+2n 413

c) X;=-0,25 x,=m-x;=339
X3=Xq+2m=6,03

X4 =Xy + 270 = 9,68

d) x4=1,23; x,=-%x,=-123
X3 =Xq+ 21 =751

X4 =Xy + 27 = 5,05

Schulbuchseiten 27-28
o

Seite 28
(o]

;
6 cos( =5
a) =3 €l; X,= X =-3 €|

x;=-2+2m-2nel

zB. 1= —%;%n]
b) z.B.1= g,.gmzn] %4
c) z.B.l= -—,——n 27‘[] [—— -—n]

7 a) x,=078; x,=1-X, =237 L={0,78; 2,37}
b) X, =T Xy =-T; X3=%,+2n=3n L={-mm3n}
€ Xq=- g; xz—n—x1=%n; x3=x1+2n=%n;
x4=x2—2n=-%n; L={—2n;—%n;%n;%n}
d) x;= 471 Xy = 2n X3 =X, + 27 = zEHT

= 3352

L={-3m3min}

e) x1=0,30; Xy =T =X =2,84; X3=%;-2m=-59§;
X4 =Xy = 21~ =345 L ={-598; -3,45}

) x1 0,72; X, ==0,72; X3=x,+ 21 =556€&[-0,5; 4]
L={0,72}

8 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

9 a) f(x) =0 fur x,=-35; X, =-25; x3=0,5 x,=15;
= 4,5; xg=55.

f(x) 0,5 fir x;=-3; x,=1; x3=5

fO) =-1fur x;=-38; x,=-22; x3=02; x,=18;

X5 = 4,2; Xg=58.

b) g() =4 fir x;=-1m; X,=0; X3=1; X, =27

g(x) =2 fir x;=-22; X,=-1; X3=71; X4 =2,2; x5 =4,;

Xg=53; X;=72.

g(x) = 0 hat keine Losungen.

c) Der Taschenrechner kann die Werte genauer bestim-

men.

10 a) sin() = 3 fir x, = g, X, =TT =X, =270
Nullstellen in [0; 27]: 2 & 67‘[

b) cos(x) = —%ﬂ]r Xq = %n; X)=-Xq=-37
X3 =X, + 2T = %n

Nullstellen in [0; 27]: %n; %n

c) cos(x) = gf[jr X1=gi Xp= "X =%
Nullstellen in [-7; 7] —%; %
I

d) sin(x) = —gﬁjrx1 = Xp= M- X = 2m
X3 = X; + 270 = 470 = 7,06
Xy =X+ 21 = 2=102
Nullstellen in [0; 9]: %n; %n

e) sin) =3 V3 fiirx, = 5; x, =1 - %= 37

X3=Xq~ 27 = —%n ~ =524

Xy =Xy = 270 = —370 = ~4,19
Nullstellen in [-6; 0]: —%n; —%n
f) cos(x) = 3; keine Nullstellen

| Trigonometrische Funktionen LS



Schulbuchseiten 28-31

Ma)z =§x; cos(z) = 0,5; Resubstitution:
. _ . _E
2,=8 z,=-2,=-1 sm(x)—1.1x1—2 )

3 n _3, __m sin(x) = -5: x, = -7; weitere Losungen im Intervall
X9=3421= 4 X0 =427 i 2 72 6 1 8
Perlodep—Tn=2rr %=%n [0; 271): x5 = G705 X4 =5

3 L= {E;ZT[;ET[}
X3 = X; + 271 = L710= 5,50 276 " 6
3772 4 ! b) Substitution z =sin(x) fihrtzu z3-0,75-z = 0.
X4 =X, + 370 =27 = 3,93 z:(z2-0,75)=0
. 3
_n 57 Es gilt 0,75 = .
L= {47 470 4”} 8 \/% 5
b) z=05x%x; p=4m; sir1(z)=—\/—z1 3i =0; z;=+75; 23=-7%

_2n . __2n . _ _4m L {} Resubstltutlon.
;=3 iX= "3 X = —3; Periode p = 4m; L sin() =0: x;=0; X, =T; X3=2m0

Es gibt keine Lb'sung, die zwischen 0 und 7 liegt.

. V3 b1 2
c) Z—X+* COS(Z) ‘/E z,= Z[’ 22=_%; SIH(X)—T. X4—§; X5—§T[
=L - . V3, m 4 5
X1 127 Xig 25‘]2! Pe”Odep 2m SII"I(X)=—7 X6=_§i X7=§T[; X8=§T[
- (5%%) (08,2m 8, % 20)
127 127 12 L= 0:3: 3,7'[, 3 3:27[
d) z=x 4,sm(z) 2, 7= %; zz=%n; ¢) Substitution z = cos(x) fihrtzu2-z2-z=0
x1=%;x2=ﬁn;Per|odep=2n z2:(2z-1=0
(% =0; z,=05
T\izi 2t Resubstltutuon
1 b1 bid 1 b _3
e) z=mx; cos(2) =75; 21=3; 2= -3 =3 cos(x) = 0: xq=7; x2—57'5[
(157 M 13 17 19 cos(X) = 0,5: X;=2; X, =27
Perlodep 2; { 3,3,3,3,3,3} 1737 X273

f) sm(x 2 =14>1. L-{%,f,%n,gn}

Somit hat diese Gleichung keine Lésung.
15 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am

12 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom Ende vom Schulbuch.

Schulbuch.

13 ) 200500 =t cos =& 6 Anwepdungen trigonometrischer
o i 2 Funktionen

Keine Losung fur z.B. t=3.

Allgemein: Keine Losung fur t<-2 oder t> 2. Seite 29

Genau eine Losung fiir t=-2. o

Zwei Losungen fiir -2 <t =< 2. Einstiegsaufgabe

b) 3sin(x) +2t=0; sin(x) = —?t Die Periodenldnge betragt 1,55s - 0,3s =1,25s.

Keine Losung fiir z.B. t = -2. In 1min, also 60s, macht der Schwimmer 48 Armziige.

Allgemein: Keine Losung fir t < _% oder t > % Seine Geschwindigkeit schwankt zwischen etwa 1,25

m
Eine Losung fur t = —% und t=2 und etwa 2,35

Zwei Losungen fiir z.B. t = -1. Seite 31
Allgemein: Zwei Losungen fir —i <t<0 oder O<t< —,
drei Losungen fur t=0. 1 . C ot o
8:00 Uhr: t=8; f(8) = 0,66
c) t-sin(x) +5=0 hatzB.flr t=0 keine Losung. 14: ;3 Uhr: t = r145 f(14 5; 349

Allgemein: Keine Losung fiir -5 <t <5.

Fine Losung fiir t = 5 oder t - 5. 17:20 Uhr: t =17 + 23 =17,33; £(17,33) = 3,02

Zwei Lésungen flr z.B. t=6. b) Periode p=<~=124
Allgemein: Zwei Losungen fir t<-5 oder t=>5. B
GroBBer Wert: 2 +1,7=3,7
14 a) Substitution z =sin(x) fiuhrtzu 2z2-z-1=0. Dieser Wert wird nach einer viertel Periode, also zum
=(-1)2-4-2-(-1)=9 Zeitpunkt t =31, und eine Periode spéter, also bei
z1=123 d.h. z,=1; zz=¥ d.h. zz=—% t=155 erreicht. ) )
Um 3:06 Uhr und um 15:30 Uhr wird mit 3,7m der

hdchste Wasserstand erreicht.

Kleinster Wert: 2-1,7=0,3

Dieser Wert wird nach einer dreiviertel Periode, also
zum Zeitpunkt t=9,3, und eine Periode spéter, also bei

L10 | Trigonometrische Funktionen



t =217 erreicht.
Um 9:18 Uhr und um 21:42 Uhr wird mit 0,3 m der nied-
rigste Wasserstand erreicht.
(9} ft) = 0,4;
2+17sin(55t) = 04

-16
sin (62t> = a7

inpe 7= U
Substitution: z = 6,2t
-1,6

sin(2) = 7
~-123; z,=m-2z,=4,37
Resubstitution: t= %z

*-242; t,=862; ty=t,+124=998;
t4 ty,+2-12,4 = 22,38; ts =t, + 12,4 = 21,02

Zwischen t, und t; sowie zwischen t; und t, ist f(t) < 0,4,

d.h. von 8:38 Uhr bis 9:58 Uhr und von 21:02 bis

22:22 Uhr

Hinweis: Die ersten Werte wurden abgerundet und die
letzten Werte aufgerundet.

2 a) f(0=-8-sin(f-t) +18

b) (7,5) = 10,6; (20,75) = 24,0;

Um 7:30 Uhr betragt die Temperatur ca. 10,6 °C, um 20:45
Uhr betragt die Temperatur ca. 24 0°C

9} f(t) =21 ergibt sm (T5°1) = 8,

z= 2 -t: sin(2) = 8' z,=-0,384; z,~3526
t="12.7: t,~ ~1467; t,=~13468; t;=t,+ 24 ~ 22,533

Zwischen 13:29 Uhr und 23:36 Uhr war es warmer als
21°C.

Seite 32
(o]

Temperatur
30+

25+

20 Hochsttemperatur
15+

10

I %
345 -6 7 -8 9 10 1 12

N

1
X
Of—7

trin ) = 77-sin (3-(x - 3)) + 6,1, x€[0; 11]
tra (X) = 10,35-sin (- (x - 3)) + 14,35, x&[0; 1]

4 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

5 a) minimale Geschwindigkeit:

sin(b-t) = -1, also 54T =19,44K™
maximale Geschwindigkeit: sin(b-t) =1, also
5,87 = 20,884

b) Periode p =2; b=27”=n

Schulbuchseiten 31-35
o

6 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

7 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

Training

Seite 35

b) cos(m) = -

d) sm( )

f) cos( 97”) =0

1 a) sin(%) =1
¢) sin(55m) = -1

e) cos(-6m) =1

2 a)+ b) + c) + d) -
e) - f) + g + h) -
3 a) X =% x, =L b) x, =1

) X=0; x,=2m
e) x=0; x,=m

51
g)7<x<?

d) keine Losung

f) keine Losung

§ Ty <o

4 a) Beide haben recht. Leah hat die Gleichung im
Bogenmaf und Pia im Gradmaf geldst.
b) Paul hat recht. Lukas hat cos(0,32) = 0,95 gerechnet.

5 Zusammen gehoren die Kartchen A, D und |; F, G und
C sowie H, B und E.

6 Der Graph B gehort zur Funktion f. Er entsteht aus
dem Graphen der Sinusfunktion durch eine Verschiebung
um % in x-Richtung. Der Graph C gehort zur Funktion g. Er
entsteht aus dem Graphen der Sinusfunktion durch Stre-
ckung mit dem Faktor 0,5 in y-Richtung.

Der Graph A gehdrt zur Funktion h. Er entsteht aus dem
Graphen der Sinusfunktion durch Verschiebung um

-0,5 in y-Richtung. Der Graph D gehort zur Funktion i.

Er entsteht aus dem Graphen der Sinusfunktion durch
Streckung mit dem Faktor - 0,5 in y-Richtung.

7
f(x) = sin(x) g(x) = cos (x)
) nein ja
()] ja ja
3) nein ja
(4) ja nein
(5) ja ja

8 a) Amplitude 3; Periode 201
b) Amplitude 3; Periode 471

c) Amplitude 2; Periode 4

d) Amplitude %,- Periode 3

| Trigonometrische Funktionen L1



Schulbuchseiten 35-36

9 cos(x)=0,5

a) 1=[0; 271

X =3 €1 Xy=-x;=-F &l
x;=-3+2m=2nel

b) 1=10; 4]

X =3 €l x,=-3 &l

x;=3+2m=2nel

x4=—%+2n=§n6|

x5—-%+2 2n = 3T[E|
o I=[-2m 2n]

=Tel x,=-x,=-
X1=3 €l X3=-% €|

E

i 5
X3=-§+2T[=§T[E|

n 5
X4=§—2T[=—§T[E|

d) | = [m; 5n]

X =3 &l Xy=-x;=-F &l
- =7

X3=3+2n=3mE |

x,=3+22n-2rnel

x5=-7+2n=§nel

xg=-3+22n=Tnel
Seite 36

10 a) Streckung mit dem Faktor 2 in y-Richtung;
Nullstellen: x;=0; x, =1

b) Verschiebung um 7 in x-Richtung; Nullstelle: x, =5

c) Streckung mit dem Faktor 2 in y-Richtung; Spiegelung

an der x-Achse; Verschiebung um 1 in y-Richtung;

Nullstellen: x, =%; x, = %”

d) Streckung in x-Richtung mit dem Faktor %;
Verschiebung in y-Richtung um -3; keine Nullstellen
e) Streckung in x-Richtung mit dem Faktor %;
Nullstellen: x;=0; X, =75; X3=1

f) Streckung mit dem Faktor 3 in y-Richtung; Verschie-
bung in x-Richtung um -3; Nullstelle: x;=m -3

g) Streckung in t-Richtung mit dem Faktor% und Ver-

schiebung in y-Richtung um -2; keine Nullstellen
h) Streckung mit dem Faktor 0,5 in y-Richtung; Spiege-

lung an der x-Achse; Verschiebung in t-Richtung um ;
Nullstellen: t=10; t, =1

1 a) fX)=2-sin(2-x)
b) f() = 5-sin(x+3) +25
(9] f(x)=3-sin(4x)+1

d) fx)=15- sm(% X) +2,5

L12 | Trigonometrische Funktionen

12 a) Der Graph entsteht durch Spiegelung an der
x-Achse, Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 2 und
Streckung in x-Richtung mit dem Faktor % und Verschie-
bung um 1 in y-Richtung.

b) Der Graph entsteht durch Spiegelung an der x-Achse,
Streckung in x-Richtung mit dem Faktor % und Verschie-
bung um 1 in y-Richtung.

c) Der Graph entsteht durch eine Streckung in y-Richtung
mit dem Faktor it und Verschiebung um -2 in y-Richtung.

13 a) H@G|1); TBmr|-3):

=’I—§3=2
p=2-Gn-m=4n
2n _ 1
b=%n=2
=134

2
fx) = 2$|n( ) 1

b) T,(=31-1); H{(=112); T,(1[-1; H,312); T;(51-1)
Periode 4; Amplitude 1,5; daraus folgt
f(x)=15- sm( )+05

14 a) Periode 27m; Amplitude 2;

f(x) = 2-sin(x)

b) Periode 47; Amplitude 1;

f(x) = sin (1x)

) Perlode T' Amplltude 7

f(x) = 5|n(3 X)

d) Perlode 2; Amplitude 1,5;

f(x) =1,5-cos(rx)

e) Periode 8; Amplitude 2;

f(x) = 2-cos (%)

f) Periode 6; Amplitude 1,5;
fx)=15- sm( )+1

15 a) x, = 01506; X, = 2,9910

b) X, =1,2661; X, = 50171; X5 = 75493
o) X, =0,6435; x,=24981; x5 = 6,9267; x, = 8,7813

16 a) cos(2x) =-5

x=§+k-n oder x=2?n+k-n

b 2n 4 5n
Xq = 3:X2 3’X3=T; X4=?
b) keine Ldsung

1 5 13 17
Q) X1=3i X=3 X373 X4 =3

17 a) f(x) =sin(x) -1
b) bis f) Fehler in der Aufgabenstellung. Die Aufgaben

sind nicht lediglich mit den Parametern a, b und d zu
Bsen.



18 sin(0 -2
a) x;=F el x,=m-x=2m

- [n.3
z.B. 1= 2 T

b) 2.B.1 =[5 X+ 2n] =[5 2n]
c) zB.I= [Z—2n;zn—2n] = [—%n;—%n]

Seite 37
o

19 Zu A) gehort ¢) und 5)

zu B) gehort e) und 6)

zu C) gehort d) und 3)

zu D) gehort f) und 1)

zu E) gehort b) und 6)

zu F) gehort a) und 3)

Hinweis: Die Kartchen 2 und 4 werden nicht verwendet.

20 a) 0; T 3 b) 0; 4m

) kelne Losung d)

e) 1 3 2 f) 0; 5m 10m; 157
g) 0; 04m; 08m h) 0; 02m; 041

; . . 34 s 7 8
i) keine Losung )} 3T 370 374 370 370, 37

21 a) Xq = ? X2=?
b) x;=0; x,=6m7

c) X4=5; x,=15; x3=25
d) x,=0,64; x,=250

e) keine Losung
f) x;= 130; Xy = 134

22 a)

Wasserstand w (in m)

O , 4 6 8 10 12 % 16 18 20 22
w(6) = 4,61; w(14) = 5,93; w(20,5) = 2,67
Der Wasserstand betrdgt um 6:00 Uhr 4,61m, um
14:00 Uhr 5,93 m und 20:30 Uhr 2,67 m.
b) Rechnerische Bestimmung (Ablesen aus der Grafik ist
auch erlaubt)
Periode p = W = 12 393
Hochwasser fur t=—- = 3,098

Niedrigwasser fur t = 4p = 9,295

cheit t (iln Stulnden)
T T

Hochwasser wird zum ersten Mal nach ca. 3,1 Stunden
und Niedrigwasser nach ca. 9,3 Stunden erreicht. Nach
jeweils 12,4 Stunden wiederholt sich dieser Vorgang.

23 a) f(t)=2-sin(;t)
b) f(t) =05 fir t; = 0,32s; t,=3,68s
f(t) = -14 fir t, = 4,99s; t,=701s

24 a) Der blaue Graph entsteht aus der Sinuskurve
durch eine Streckung mit Faktor 2 in y-Richtung, eine
Verschiebung um 1 in y-Richtung und eine Verschiebung

um 3 in x-Richtung. f() = 2-sin(x - 5) +1

Schulbuchseiten 36-38
o

Der rote Graph entsteht aus der Sinuskurve durch eine
Verschiebung um 2 in y-Richtung und eine Verschiebung
um 1t in x-Richtung. f(x) = sin(x - ) + 2

b) Der blaue Graph entsteht aus der Sinuskurve durch
eine Streckung mit Faktor 0,5 in y-Richtung und eine Ver-
schiebung um 1 in y-Richtung. f(x) = 0,5-sin(x) + 1

Der rote Graph entsteht aus der Sinuskurve durch

eine Streckung mit Faktor% in x-Richtung und eine
Verschiebung um 1 in y-Richtung f(x) = sin(3x) + 1

Seite 38
o

25 a) s(t) = -67,5-cos (fgt) + 67,5
b)

200
1501
100

50

O T T T T T T T T
510152025 3035 40

¢) s(7)=1072m
d) s(t) =100 fir t = 6,6min oder t = 13,4 min

26 Graphen zu den Teilaufgaben a) und b)

Tageslénge

24+

22

20

18

16

144

124

10

Tag

36 72 108 144 180 216 252 288 324 360
a) Oslo: H(171]18,82); T(351]5,92)

0(X) = 6,45 - sin (755 (x - 81)) +12,37

Rom: H(171]15,23); T(351]913)

R(X) = 3,05 - sin (355 (x - 81)) + 12,18

b) Oslo: 0(61) =10,16; also 10h 10 min.

@ = 0,03328; Abweichung 3,3%

Rom: R(61) = 11,14; also 11h 8 min

5= 0,0118; Abweichung 1,2%

o

| Trigonometrische Funktionen L13



Schulbuchseiten 38-41

27 a)

2L Druck (in bar)

15

5__
Zeit (in min)
} } } } }

T T
10--20 30 40 50 60

0

b) f(t) = -3cos ({5t) +9
c) f(t) =10 fur t = 6,08; nach 6,1 Minuten

28

U(t)=325-sin(2m-50 - t)

AR

0 0,01-0,02 0,03 0,04 0,45 006 0,07 0,08 0,09 910,
=100
-200
-300

Amplitude A =325 Volt, Periodendauer T = ﬁ =0,02s
b) A=170; U® =170-sin(2m-60-1) ’

29 a)
y

151

) g(x)
171

0,5

ol
gn3—"2n5—“3n7—“4n9—"

b) h(x) =f(x) +g(x) =1
¢) Begriindung im Einheitsviertelkreis:

y

cos (X) /

L14 | Trigonometrische Funktionen

30 a) Der Graph der Kosinusfunktion ist ein um —% auf

der x-Achse verschobener Graph der Sinusfunktion.
b) Spiegelt man den Graph von cos(x) an der x-Achse

und verschiebt ihn um -7 in x-Richtung (bzw. um 7 nach
links), so entspricht er dem Graphen von sin (x).

¢) sin(7 - x) ist an der x-Achse gespiegelt und um 7

auf der x-Achse verschoben. Der gleiche Graph entsteht
bei der Verschiebung von sin(x) um —% auf der x-Achse.

31 a) Kantenlange P,P, = ‘/ ”)2 +12=P,P,
—\2 =2 2

- (20 (2-1)
Py 32504

P,Ps =

il
2
— 2
2 R
_2 _
A= (PiPy)" + (P2P3> =72

c) Vermutung: Der Gesamtfldcheninhalt ist unabhadngig
von der Wahl des ersten Punktes P,.
Beweis: P,(x|sin(x)) mit xeR

Pz(x+2‘sm X + )) P5(x + t| sin(x + 1))

Mit sin(x +7) = cos() und sin(x +m) = -sin() folgt:
=) -
\/(%) +¢052(x) - 2 cos(X) - sin(x) + sin2(x)
P = ()«
P,P; - ‘/( )2 +sin2(x) + 2 sin(x) - cos () + cos2(x)

A=(P1P2) (P2P3) =7
sin2(x) + cos2(x) = 1: A=”72+2

+ (cos (X) - sin(x))2

(-sin(x) - cos(x))2

+2(sin2(x) + cos2(x))

Priifungsvorbereitung

Seite 40 und 41
(o]

Die Lésungen zur Prifungsvorbereitung finden Sie am
Ende vom Schulbuch.



Il Differenzialrechnung

o Seiten 44 und 45

Die Losungen zum Check-in finden Sie am Ende vom

Schulbuch.

1 Differenzen- und Differentialquotient

Seite 46

Einstiegsaufgabe

Nach anfénglich geringem Wachstum nimmt das Wachs-
tum immer mehr zu. Die Zunahme steigert sich, bis nach
drei Tagen das Wachstum immer mehr abnimmt. Die

Masse nahert sich allmahlich der Grenze von 4pug.
Seite 48

o

1 a) =1 fC1N=-2; f'(-2)=-10

b) f'(0) positiv; f'(0,5) positiv; f'(2,25) gleich null;
f'(=1,75) negativ.

c¢) f'(05) =3
Seite 49
o
2 a)
4+
3_
2_

Ay
L
-3.-2 1. 0N 12
Ay -2
& -2
(D)

y
Ax ,

Ay T
1 1 1 1 L
R

_’I__

_2__
Ay 3
x=173
1y

y

3__

2__

’I__

X

—— —
32t J B 12

_1—_
Ay -1_
&= -1

Schulbuchseiten 44-49
av)
y
2__
N
-3 -2 P\O[ \1 2
Ay| -1+
sz
Ay -3 _
&= -3
b) Berechnet wird jeweils der Quotient
, _f(=1+0,001) - (-1
f (_1) ~ T
1 -1,999... (I 2,997
(1) -0,9995 (V) -2,997
3 Es wird jeweils der Differenzenquotient
Ay f(15+Ax) - (1,5
A—i = % berechnet.
a) ) =Vx
Ax %
01 0,40166193
0,01 0,40757014
0,001 0,40818027
0,0001 0,40824149
f'(1,5) = 0,408
b) f(x) = 2%
Ax %
01 2,03006008
0,01 196732664
0,001 1,96119591
0,0001 1,96058423
f(1,5) = 1,96
c) f(x) = cos(x)
Ax %
01 -0,99936724
0,01 -0,99783204
0,001 -0,99753019
0,0001 -0,99749852
f(1,5) = 0,997
4 -5 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.
6 As _sB+AD-s(B3)
At At
-1 Bs_
At=01: 5 =2745
- . Bs _
At =0,01: 7 = 27,045
At = 0,001: £2 = 27,0045
Die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t =3
betragt 277"
Il Differenzialrechnung L15



Schulbuchseiten 49-51

Ay F00 - f(x)

AT XXy
_GBx2+1)-(5-22+1)
B x-2
_5x2 -5:22 _5(x*-29)
T x-2  x-2
1 Y

Fur x = 2 gilt 5(x +2) — 20. Somit ist '(2) = 20.

7

8-9 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

10 Fehler in der 1. Auflage des Schulbuchs: Die Aussage
[5sst sich einfacher fiir das Intervall [0; 2] veranschauli-
chen.

Ay =4
B((1
/8l
X

| f f

1 2 3 4
——{—

Ax =2

Die mittlere Anderungsrate von f im Intervall [0; 2]

A
betragt A—i = % = 2. Dieser Wert stimmt {iberein mit der
Steigung der Tangente im Punkt B(1]1).

11 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

2 Die Ableitungsfunktion

Seite 50
(o] (o]

Einstiegsaufgabe

Die Aussage von Sarah ist an sich nicht falsch, aber unge-
nau. Mit den bisherigen Mitteln kann man die Steigung
der Tangente des Graphen, also die Geschwindigkeit, fir
ein (bestimmtes) beliebig kleines Zeitintervall angeben.
Um die Geschwindigkeit fur jeden Zeitpunkt abgeben zu
kdnnen, braucht man eine neue Funktion, eine Tangen-
tensteigungsfunktion.

Seite 51
o

1 a) f60=-05x% x,=2

Ay FOO - f(x)

M- X%,
_-05x2-(-05-2%)

x-2
_-05(x-2)(x+2)
B x-2
=-05(x+2)

L16 Differenzialrechnung

Es gilt -0,5(x +2) - -2 fir x > 2.
Also ist f'(2) = -2.
b) 0 =4x% xo=-1
Ay 00 - f(xg)
X X=X
4x2 - 4-(-1)2)
XY
_ax2-4 _A-D+TD)
x+1 x+1
=4(x-1)
Es gilt 4(x-1) — -8 fiur x > -1.
Also ist f'(-1) = -8.
o f=x2-2; xo=3
Ay FO0 - f(xp)
XXX
_(2-2-(3%-2)
x-3
_x2-32 _ (x-3)(x+3)
x-3 x-3
=x+3
Es gilt x+3 —> 6 fir x — 3.
Also ist f'(3) = 6.

2 a) f(x)=%; Xo =4
Ay £00 - f(xo)

M~ XX
2.2 2% 2x
XXy XXg XXg
XXy XX
2% - 2x -2(x = %)

B X*Xo* (X = Xo) = X Xo* (X = Xo)

-
Es gilt x-xq — X2 fUr x = Xq.
Also ist f'(xg) = —%,

0
. . ’ 2 1
Speziell |st3f (4) = -5 g
b) fx) = -xi Xg = 1
by _ 100~ Fle)

A XX

_2_(_1) 2%, 3x
X Xo XXy T XX
TTX-%x, T X-X,
-3X%g +3x 3(x = Xg)
X Xo (X = Xg)  X*Xg* (X — Xo)
3
= %

Es gilt x- Xy — X2 flr x —= X,.
_ _ 3

Also ist f'(xg) = =2

Speziell ist f (1) = 3 = 3.

<)

fo) =x2% x,=3

Ay FO0 - f(xp)

M- TX%

& oAl X e
X-Z_XO—Z X2 X2 xZexg?  xZexg?

TTX Xy X=Xy, . X-X

=1+ (x = xo) (X * Xo)

R N )
X = Xo = X2 Xg?

=T (x+ %) 2%y -2 ...

Es gilt W—) MCRE flr x = xq.

Also ist '(xg) = —%.
0

Speziell ist f(3) = —%.



Seite 52
(o]

3 a) (1) ist der Graph der Ableitung von (2), da z.B. (1)
an der Stelle x,=1,6 den Wert 0 hat, (2) hat an dieser
Stelle eine horizontale Tangente.

b) (2) ist die Ableitungsfunktion von (1), da z.B. an der
Stelle x, =1 (1) eine horizontale Tangente hat und (2)
den Wert 0.

c) (1) ist die Ableitungsfunktion von (2), da z.B. (2) an
den Stellen x; =145 und x, =1,55 jeweils den Wert 0
hat und bei (2) an diesen Stellen jeweils eine horizontale
Tangente vorliegt.

Anmerkung: (2) kann dagegen nicht die Ableitungsfunk-
tion von (1) sein, da an der Stellen x3=2 und x,=4 an
denen (1) eine jeweils horizontale Tangente hat, (2) nicht
den Wert 0 annimmt.

4 -5 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch

6 (A) ist falsch. Die Steigungen der Tangenten an den
Graphen sind fiir x <0 alle negativ.

(B) ist falsch. Die Tangente im Punkt P(4]0) hat eine
positive Steigung.

(C) ist wahr. Die Tangente an der Stelle x =2 hat die
Steigung 0, die Tangente an der Stelle x =3 hat eine
positive Steigung.

(D) ist falsch. Die Steigung der Tangente an der Stelle
x =2 ist null. Auf dem Graphen von f' liegt daher der
Punkt P(2]0).

(E) ist falsch. Die Steigung der Tangente an der Stelle
x = -1 ist negativ.

7 f00=x2-1
Ay FO0 - f(xg)
XXX
x2=1-(xo2 - 1)
X = Xg

X2 = Xg?
X = Xo

— (X B XO)_(X + XO) — (X + Xo)

Es gilt (x +Xg) = 2xo flr x — . Alsoist f'(x) = 2x.
() =1, d.h. 2x =1 hat die Losung x = 7.

Esist f(3) = -2.

Die Tangente im Punkt P (% | —%) ist parallel zur ersten
Winkelhalbierenden.

Ay h)-h(ty)
AT t-t,
(=512 + 20) - (-5t,2 + 20)
= t-t
—5(t2 - t02)

8 a)

= ] t-t,
- - +
- = 5ty
Es gilt -5(t +ty) > -10t, flr t - t,.
Also ist v() =h'(D) = -10t.
b) v(t) =-5,d.h. -10t=-5, also t=0,5. Nach 0,5s hat
der Stein die Geschwindigkeit -10T erreicht.

o]

Schulbuchseiten 52-53
o

¢ h®=0,d.h. -5t2+20=0.

Losungen sind t;=2 und t, = -2. Es kommt nur die
positive Losung in Frage.

v(2) =-10-2 = -20.

Der Stein trifft nach 2s mit der Geschwindigkeit -20'%
auf dem Boden auf.

9 a) f(-3)=-17

b) f(xo) = -2 d.h. 6xo+1=-2, also xo= 7.

¢) f(@=13; d.h. a=2; f(2) =14; der Punktist P(2|14).
d) f(c)=-5; d.h. c=-1;, f(-1) =2, der Punkt ist
C(-1]2).

Seite 53

o

o

10 a) Die Temperatur steigt am schnellsten ca. 75min
nach dem Einschalten.

Temperatur T (in °C)

200
150
100
50
Zeit t (in min)
Il Il Il Il Il Il Il 1 1
0 T T T T T T T T T T T
102030 40 50 60 70 80 90 100 120
AT 75 _
x=75-10
Die maximale Anderungsrate zu diesem Zeitpunkt
. °C
betragt etwa 10 .
b)
Temperatur T (in °C)
2001
150
100+

504

At=20

Zelit t (ip min)
T T

T T
1020304050 60708090100 120

T(5) = 140
Nach 15 min ist im Ofen eine Temperatur von 140°C

erreicht.

AT 130 _

A =20 - 65 B

Die momentane Anderungsrate der Ofeninnentemperatur
nach 15min betragt 6,5—C

min*
¢) Individuelle Lésungen

Temperatur T (in °C)

0

200

150

100+

50

Zeit t (in min)
T T

o

T T T T T T 1
102030 405060708090 100 120
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Schulbuchseiten 53-56

d)

. . °C
Temperaturanderung (m W)

T T T
10--20--30
_10__

_15__

_20__

Nach dem Offnen der Backofentiir hat man eine negative
Anderung der Temperatur, die allm&hlich gegen 0 geht.

11 a) Die Ableitungsfunktion f" hat Nullstellen an den
Stellen, an denen der Graph von f horizontale Tangenten
hat.

X1=-2; Xo=-1; X3=1;, x,=3

b) 1,=1-2;-1[ 1,=11; 3]

12 (A) ist wahr. Der Graph von f' schneidet die y-Achse
an der Stelle y = 2.

(B) ist wahr. In [2; 3[ ist f'(x) <0, d.h.die Tangenten-
steigungen sind alle negativ.

(C) ist wahr, da f'(1) = 0.

(D) ist wahr. Die Gerade mit der Gleichung y =1
schneidet den Graphen von f" an drei Stellen.

(E) ist falsch. Da f'(x) <0 fiir x < -1 sind die Tangenten-
steigungen hier negativ, der Graph von f kommt dem-
nach von links oben. Da fir x >3 gilt, dass f'(x) >0
ist, sind die Tangentensteigungen des Graphen von f in
diesem Bereich positiv, der Graph geht demnach nach
rechts oben.

13 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

14 a) f=x2+c

Dy OO -fxg) x2+c-(xp?+c)  x2-x?

Ax X~ Xg X =X T X=X,
(X = Xo) (x+xo)
= xx = (xtx)

Somit fallt bei der Berechnung des Differenzenquotienten
und damit bei der Berechnung der Ableitung c heraus.

b) Individuelle Lésungen, z.B.

f() =x3+c oder f(x) = x*+c.

Auch hier féllt bei der Berechnung des Differenzenquo-
tienten und damit bei der Berechnung der Ableitung c
heraus.

15 Individuelle Losungen.

Beispiele etwa f(x) = x% f'(x) = 2x oder
fx)=-05x2+2; f(x) =-x.

Eine achsensymmetrische Polynomfunktion ist eine
gerade Funktion. Leitet man diese ab, erhalt man eine
ungerade Polynomfunktion; diese ist punktsymmetrisch
zum Ursprung.

Eine allgemeine Begriindung ist mit der Kettenregel
moglich.

L18 Differenzialrechnung

o
16 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.
3 Zusammengesetzte Funktionen
Seite 54
o o)

Einstiegsaufgabe

Fir r=40cm hat der zugehérige Punkt auf dem blauen
Graphen den y-Wert 8000; der zugehorige Punkt auf dem
griinen Graphen hat den y-Wert = 5000.

Der blaue Graph beschreibt den Flécheninhalt des recht-
eckigen Tisches.

Gleichung des blauen Graphen: y = 2r-100.

Der griine Graph beschreibt den Flacheninhalt der beiden
Halbkreise.

Gleichung des griinen Graphen: y = m-r2,

Der Flacheninhalt der gesamten Anlage ergibt sich fir
jedes r als Summe yp,, + Yerin-

Seite 56
(o]

1 a) fW=3e*+1+x-1 f=3eX+x

N
w
=3
Ul
(=)}
~
oo
o

-3-2-1 1
A
Asymptote: y =X
D,=R; D,=R; D;=R
b) f)=3ex-2+x-2

f(x)=%ex+x—4

Asymptote: y=x -4
Du=[R; DV=[R,' Df=[R



©) f(x)=%+1+%x+2 f(x)=%+%x+3

y

Asymptote: y = %x +3
D, = R*=R\{0}; D, = R; D;=R*\{0}

2 a) f=x+Vx

y
7+

il yexe i

y=1x

12 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
b)f(x)=x—%

3 Betrachte z.B. die Stelle x =1.
(g+hyM=gM+h(M=12+2-1=1+2=3; dann kann
der Graph der Funktion g + h nicht A sein, wo der Wert
-1 waére, und nicht B, wo der Wert 1 ware. Der Graph der
Funktion g+ h konnte der Graph C sein.

Den y-Wert 3 kann man aus dem Graphen A nicht ablesen.
Man kann aber eine weitere Stelle betrachten, z.B. x=-2.

(g+h)(=2=(-22+2-(-2)=4-4=0

Betrachtet man die Stelle x =1, so kann man die beiden
weiteren Graphen festlegen:

g -h)=1-2=-1 gehort zu Graph A.
h()-g(=2-1=1 gehort zu Graph B.

Schulbuchseite 56
o

4 a) 60 =u-v mit uk =7x2-1 und
vix)=e2x-2

D,=R; D,=R; Df=R

Nullstellen der Funktion u sind x;=-2; x, = 2;
Nullstelle der Funktion v ist x5 = —%ln(z)

Nach dem Satz vom Nullprodukt hat f damit die Null-
stellen x;=-2; x,=2; x3= —%ln 2.

b) f&) =u®)-vx) mit ulx) =% und v(x) =x+1
D,=R"=R\{0}; D,=R; D;=R’

Die Funktion u hat keine Nullstellen. Nullstelle der Funk-
tionvist x;=-1.

Nach dem Satz vom Nullprodukt hat f damit die Null-
stelle x,=-1.

©) ) =uk-v) mit uk =Vx und v(x = -%x + 3,
D,=R,; D,=R; Ds;=R,

Nullstelle der Funktion u ist x, = 0. Nullstelle der Funk-
tion v ist x, = 6.

Nach dem Satz vom Nullprodukt hat f damit die Null-
stellen x,=0 und x,=6.

5 Individuelle Lésungen, Losungen sind exemplarisch.
a) f=(x+2)-(x-3)-(ex-4)

g =4-(x+2)-(x-3)-(e*-4)

b) f() = Vx-(eX - 2)-(e* - 5)

g0 =3-Vx-(ex-2)-(ex - 5)

6 f,00=cos()-x+2

f,00 = cos () - (-x + 2)

Priifung des Funktionswertes an der Stelle 0:
f1(0)=cos(0)-0+2=1+2=3

f,(0) = cos(@-(-0+2)=1-2=2

Also gehort die Funktion f; zum Graphen A und die
Funktion f, zum Graphen B.

7 MHhx=x

f) =gk -hX

f-x) =gE=x-h(=x =sin(=x)-(-x)

=-sin()-(-x) = f(x)

Der Graph von g(x)-h(x) ist achsensymmetrisch zur
y-Achse.

k(x) =gk +h()

k(=x) = g(=x) + h(=x) = sin(-x) + (-x)

=-sin(x) - x =-(sin(x + x) = -f(x)

Der Graph von g(x) + h(x) ist punktsymmetrisch zum
Ursprung.

@) hx) =x2

f)=gk-hX

f(-x) = g=x-h(=x = sin(-x)-(-x)?2

=-sin(x)-x2 = -f(x)

Der Graph von g(x)-h(x) ist punktsymmetrisch zum
Ursprung.

k(x) =gk +hx

k(=x) = g(=x) + h(=x) = sin(-x) + (-x)?

= -sin(x) + x2

Hier ist keine Symmetrie erkennbar. Z.B. ist

(5] = +1 =347, k(F) = 1= 147
Weder gilt k (-5) = k(5) noch gilt

(-3)--K(3)

Il Differenzialrechnung L19



Schulbuchseiten 56-60

B)hx =x3

fx)=g®-hX

f(-x) =g-=x-h(=x =sin(-x)-(-x)3

=-sin(x)-(-x3) = sin(x)-x3 = f(x)

Der Graph von g(x)-h(x) ist achsensymmetrisch zur
y-Achse.

k(x) =gk +hx

k(=x) = g(=x) + h(-x) = sin(-x) + (-x)3

=-sin(x) - x3 = -(sin(x) + x3) = -f(x)

Der Graph von g(x) + h(x) ist punktsymmetrisch zum
Ursprung.

Seite 57
(o]

8-9 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

10 Der Term von g ist hier immer g() = —%x +1.
a) h(x) =eX; f(X)=ex—%x+’|

b) h(x) = -eX fx) = —eX—%x +1

0 h()=-e™ f0)=-e*-3x+1

d) h(x) =e™ f(0=ex-2x+1

1 h00=f00+gk)=e*+ex
h,-x)=e*+eX=eX+e*=h, K.

Der Graph der Funktion h, ist achsensymmetrisch zur
y-Achse.

h,() =f(x) -gx) = ex-ex

h,(-x) =e™*-eX=-(eX-e™) = -h, .

Der Graph der Funktion h, ist punktsymmetrisch zum
Ursprung.

hy(0 = f(x)-gx) = eX-e™*=1
Der Graph der Funktion h; ist eine Parallele zur x-Achse,
somit achsensymmetrisch zur y-Achse.

12 a) f =gk -hx mit g(x) =x2-2 und
h(x) = x3 - x.
Die Funktion g ist eine gerade Funktion, da sie nur gerade
Exponenten hat. Die Funktion h ist eine ungerade Funk-
tion, da sie nur ungerade Exponenten hat.
Es gilt: f(-x)=g(-=x)-h(-x =g®-(-hX) = -fX).
Der Graph von f ist punktsymmetrisch zum Ursprung.
b) f() =gk -hx mit gx) =x und h() = sin(x).
Die Funktionen g und h sind ungerade Funktionen.
Es gilt: f(-x)=g(-=x)-h(-x = (-gx)-(-hx) = fx).
Der Graph von f ist achsensymmetrisch zur y-Achse.
1

o) f =gk +h&x mit gk = 2 und h(x) = x3.

Die Funktion g ist eine gerade Funktion, die Funktion h ist
eine ungerade Funktion.

Es gilt: f(-x)=g-=x) +h(-x) = gXx +(-hX) = % - x3.
Dieser Term stimmt weder mit f(x) noch mit f(-x) tber-
ein. Folglich zeigt der Graph der Funktion f keine der
Symmetrieeigenschaften.

13 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.
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14 g =x-12

a) h0) =Kx+12

f) =gk +hX

fOO=x-D2+Kx+N2=2x2+2

Da nur gerade Exponenten vorkommen, ist der Graph der
Funktion f achsensymmetrisch zur y-Achse.

b) h(x) = -(x+ 12

fx) =gk +hX

f=Kx-1D2-Kx+M1D2=-4x

Da nur ungerade Exponenten vorkommen ist der Graph
von f punktsymmetrisch zum Ursprung.

15 Die Behauptung stimmt nicht. Der Graph der Funk-
tion f(x) =sin(x) + 0,5x ,pendelt” zwar fir

X — oo um die Gerade mit der Gleichung y = 0,5x,
aber der vertikale Abstand zwischen den beiden Graphen
nimmt immer wieder die Werte +1 oder -1 an

<ﬁjr x=%n+2kn bzw. fur x=%n+2kn).

16 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

4 Ableitungsregeln, hohere Ableitungen

Seite 58
o O
Einstiegsaufgabe
y
Graph
Graph 2+ vonf
von f’ B
1
X X
] ] ] ] ] 1
T T T T T 1
-2 1 2 1 2
T Graph /' T
o4 vonf/_5 1

Vermutung: Der Grad der
Ableitung ist 0.

Vermutung: Der Grad der
Ableitung ist 1.

Graph
vonf'\ oL

Vermutung: Der Grad der
Ableitung ist 2.

Seite 60
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1 a) f(x) =6x

c) fx)=5

e) f(x) =2 =4-x"
()= (-1-4-x2=-%
f) 00 =2
h) f(x) =

h) f(x) = -28x3
d) f(x)=-2x°

g F0=-

X

o ‘

Sl

X



2 a) f'(x)=6x2+10x

c) f'(x)=14x5-12x3 d) ) =-6x2+2x

e) f(x) =2x>+2x%-2x3 f) flu=u3+6u2+9u
f'(x) =10x* + 8x3 - 6x2 fw=3u2+12u+9

b) f'(x) =20x% -

3 a) f(x)=-3x + 2. f"x)=-3; f"(x) =0

b) f'(x) =0,6x2 - x; f"(x) 12x-1; f"(x)=1,2
o) f()=x3-5x2-4x+20

f(x)=3x2-10x - 4; f"(x) =6x-10; f"(x) =6
d) f(t)=2t2-6t+4,5

f)=4t-6; f"(t)=4; f"(t)=0

e) F(x)=-2x2+8x73 f"(x) =4x3-24x"%
7 (x) = —’12x‘4 +96Xx7°

) Fo=-3 %; 00 = 5 -x2; /(0 =~ + 3%

4 a) f'(x)=3x; f'(2) =6; Steigung im Punkt A: 6

b) f'(t) = t3 - 5t% f'(2) = -12; Steigung im Punkt A: -12
¢ f'(2) = %z +327°2 f'(2) = %; Steigung im Punkt A: 3,75

d) f'(x)=-1+8x75 f'(2) =-1 +§
Punkt A: -0,75

%; Steigung im

5-6 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

7 a) f= 1x3 -4

f'(x) = 0 hat die Losung x, = 2; es gilt: f(2) =
Der Punktist P(2]-3).

b) f(x) =2x2+2x-12

f(x) =0 hat die Li)'sungen X;=-3 und x,=2.
f(-3) =27, f@) = -4

Die Punkte sind P,(-3]27) und P, (2| )
) f(x)=x>-80x; f'(x)=5x*-80

f'(x) hat die Lésungen x,=2 und x, = -2.
f(2) =-128 und f(-2) =128

Die Punkte sind P,(2[-128) und P,(-2[128).

() = 1 _
d)f(x)—z‘/; 1

f'() = 0 hat die Losung x, = T
f(%) = % Der Punkt ist PGH)

8 0 =3x2+4

Fur alle reellen x gilt 3x2=0 und somit f(x) = 4.
Somit haben alle Tangenten an den Graphen von f eine
positive Steigung.

9 Kartchen A: Die Hochzahl wurde um 1 erhdht, nicht
um 1 verringert.

Richtig: f'(x) = -3x7“.

Kartchen B: Der Vorfaktor -1 fehlt.

Richtig: f'(x) = (=1)-x"2=-x"2,

Kértchen C: Das Vorzeichen der Hochzahl ist falsch.

Richtig: f'(x 2x3=-2
g 10 =3x- o

Seite 61
o

10 a) h(1,2) =1,23=1,728;

v(t)=h'(t) =3t% v(1,2) =3:122=432
Die Hohe nach 1,2s betragt 1,728 m, die Geschwindigkeit

m
4,327

Schulbuchseiten 60-61
o

b) 3t2=12; t=+2; nach 2s betragt die
Geschwindigkeit 127

11 a) Der Graph von g entsteht aus dem Graphen von f

durch eine Streckung in y-Richtung mit dem Faktor% und
einer Verschiebung um 4 in y-Richtung.

b) Esist f'(x) =3x2 und g'(x) =%x2

Esist g'(xo) = %x02 = % 3x%2 = %-f'(xo).

12 a) () =4x3% 4x3=4; also x,=1: P(1]1).

b) f'(x) =3x% 3x2=12; also x;=-2; x,=2: P,(-2]-8);
P,(218).
o f(x)=

UJ\A

i %=9,~ also x, = ; Xy =

13 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

14 a) f()=3x2-12

fx)=0,d.h.3x2-12=0

Lésungen sind x;=-2; x,=2

f(xq) =16; f(xy) =-16

P,(=2|16); P,(2| - 16);

b) Der Graph von f' ist eine nach oben getffnete Parabel
mit dem Scheitel S(0]-12). Folglich gilt f'(0) = -12 und
f'(x) > -12 furalle x#0.

15 a) () =2x-4

Die x-Achse hat die Steigung 0. Folglich l6st man die
Gleichung f'(x) =0,d.h. 2x - 4 = 0. Diese hat die Losung
X =2.

Esist f(2) = 0.

Somit ist die x-Achse Tangente an K im Punkt S(2]0).

b) Die Wertemenge von f' ist R, deswegen nimmt die
Tangentensteigung m jede reelle Zahl an.

16 a) F(x) =15x2+4x; f"(X)=3x+4

Die 2. Ableitung kann von f stammen.

b) f'(x) =15x2+6x+2; f"(X)=3x+6

Die 2. Ableitung stammt nicht von f.

) f(x)=05x3+2x2+2x+5; f'(x)=15x2+4x+2;

f'"(x) =3x+4
Die 2. Ableitung kann von f stammen.

17 f(x)=uX) +v(x)

, T F) - f(xo)
f (XO) - xllﬂmxg X = Xo

() +v00) = (u(xg) + V(X))
° (u®) = u(xg)) + (v = v(x))
| X = Xg

X—Xg
LY 00 = v(xg)
X = Xg

lim (v(xi - :(Exo))

X—Xg

X=X

u(x)— Xo)

lim
X‘)X

&
i (u(x)— )
)

X—Xg

= U (xg) * V'(xo)
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Schulbuchseiten 61-65

18 Die Ableitungsregel fir f=r-g +s-h lautet
f'=r-g+s-h
Beweis:
fW=r-gkx+s-hx
Ay fxo + k) - f(xo)
Ax k
(r-g(xo+ k) +s-h(xg+K) - (r-g(xo) + s-h(xo))
k
(r-g(xo + k) - r-g(xg)) + (s-h(xo + k) - s-h(xg)
k
_ r'g(xo + klz - 8(%o) s h(xo + ‘2 )
Fir k— 0 gilt: —g(x“klz_g(x(’)
h(xo + k) - h(xg) .
% N (Xo)

Also gilt: f'(xg) =r-g'(xo) +s-h'(xo)-

— g'(xo)

19 f(x)=n-xn1

a) Essoll gelten n-(-1)"~1<0: Hierfir muss n -1
ungerade sein, d.h. n muss gerade sein. Die Aussage gilt
also fir n=2;4 ...

b) Fir Punktsymmetrie zum Ursprung muss der Exponent
n - 1 ungerade sein, d.h. n muss gerade sein. Die Aussage
giltalso fir n=2;4 ...

¢) n-(=1)"1=n-1""1 Hierfir muss der Exponent n -1
gerade sein, d.h. n muss ungerade sein. Die Aussage gilt
also fir n=1;3 ...

20 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch

5 Tangenten

Seite 62
(o]

Einstiegsaufgabe

Der Rennfahrer schlittert entlang der Tangente an den
Graphen im Punkt A(4]2). Sie schneidet die x-Achse
ungeféhr im Punkt B(5,1]0). Er fahrt also ungefahr im
Punkt B(5/1]0) ins Kiesbett.

Seite 64
(o]

1 a) Tangente in A: y=x-3}5.
Tangente in B: y=-2x-2.
Tangente in C: y = -2.

b) Tangente in A: y = —%x +.

Tangente in B: y=-x+ 2.
Tangente in C: y=-4x + 4.

c) Tangente in A: y=-2x-5.
Tangente in B: y=-9x - 16.
Tangente in C: y = x.

2 a) f'(x)=2x f'(2Q) =4 b) f'(x)=3x2 f'(1)=3
0 F(x)=4x f(3)=12 d) F(x) = -x2 £(2) =7
e) F)=6x+5 f(-N=-1 ) f(x)=5x2 ')

N [VORVH TN RN

3 a)ty=6x-9b)tty=x-2
d) t: y=4x-8

c) tty=2x-
e ty=-8x-9 f) ty=i1x+

L22 Differenzialrechnung

4 a) t: y=2x-2.Schnittpunkt mit der x-Achse: N(1]0).
Schnittpunkt mit der y-Achse: Y(0]2).

b) tty=-3x- % Schnittpunkt mit der x-Achse: N(-4]0).

Schnittpunkt mit der y-Achse: (0 | —%)

c) t: y=-3x- 6. Schnittpunkt mit der x-Achse: N(-2]0).
Schnittpunkt mit der y-Achse: Y(0|-6).

5 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

Seite 65
(o]

6 a) f()=-x2+3x-4;, f(x)=-2x+3;, m=5

Die Bedingung f'(x) = g'(x) liefert mogliche Berihr-
stellen: -2x +3 =5 hat die Lésung x = -1.

f(-1) = -8 =g(-1), also haben die beiden Graphen den
Punkt B(-1|-8) gemeinsam.

b) f(x)=2x3-3

Bedingung 2x3 -3 =-1; Losung x =1

f() = —% = g(1); Beruhrpunkt B (1 | —%)

_1.
2

c) f'(x)= 21—‘/; - % Bedingung i

1
2V
Losung x =4

Berlihrpunkt B (4]0)

d) f'(x) = e*; Bedingung e*=e¢; Losung x =1
Berlihrpunkt B(1]0)

7 a) () =-3x2+4x; g(x) =3x2

f(1) = g(1) = 2; () = 1; g’(’l) = 3;

Die Graphen schneiden sich an der Stelle x, =1, sie
bertihren sich aber nicht.

b) f'(x) = %x2 -2, g =-4x+12
fQ=g=0; Q=22 =4
Die Graphen bertihren sich an der Stelle x, = 2.

Gemeinsame Tangente:
y=f@Kx-2+fQ); d.h. tty=4x-8.

8 a) fX)=4x3-x f'(x)=12x2-1; f'(x) =2 fiur
x2=; Punkte P,(-3 |0) und P,(3|0)

b) f(x) = %x3 + %xz -10x, f'(x) =x2+x-10; f'(x) =2
fir x;=-4 und x, = 3; Punkte P1(—4| %) und

(3] -3)

9 f(H)=2+37 f©)--3, £(6) =38, F(6) - ¢
Tangente an den Graphen von f in A(6]38):
y=-2-(t-6)+38=-2t+39.

Gleichung der Geraden fiir lineare Abnahme:
y=-1t+39,

3t +39 =37 fir t=12.

Nach 12 Tagen hat Tom wieder Normaltemperatur.

10-12 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch



13 () =x;

Tangente in einem Punkt Py (xo | f(xo)):

y = '(xo) (x = xo) + f(xo)

ergibt y = x? - XgX - %xoz +2.

y-Achsenabschnitt gleich 0 setzen:

—%xoz +2 =0 hatdie Losungen x;=-2 und x,=2.
Tangente im Punkt B,(-2]4): t;: y=-2x

Tangente im Punkt B,(2[4): t,: y=2x.

14 0 =5x2+3; F)=x f(2) =5 B(2]5)

f(2)=2

g1y =2x (s.Fig. ).

Die Verschiebung von g, um 2 in x-Richtung ergibt die
Gerade g,:y=2(x-2) (s.Fig.2).

Die Verschiebung von g, um 5 in y-Richtung ergibt die
Tangente an den Graphen von f im Punkt B(2]5):
tty=2(x-2)+5 (s.Fig.3).

Somit erhélt man gerade die Punkt-Steigungs-Form der
Tangente an den Graphen von f im Punkt B.
Umgeformt lautet die Tangentengleichung
tty=2x+1

81
Sy =2x
X
}
5
Fig. 1
y y=2(xx-2)+5
10+
8_
6_
4_
~
2+ y=2(x-2)
X
S+
1 2 3 4 5
g

Fig. 3
15 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch

6 Ableitung trigonometrischer Funktionen

Seite 66
(o]

Einstiegsaufgabe

Zu betrachten sind vor allem die Stellen, an denen die
Steigung des Graphen von f gleich null ist. Dort hat die
1. Ableitung von f eine Nullstelle.

Linke Abbildung: Der blaue Graph hat an den Stellen

X, = =151 und x, =151 Stellen, an denen die Steigung

null ist. Dies entspricht den Nullstellen des orangen Gra-

phen.

Schulbuchseiten 65-67
o

(blau: y =sin(x) +1; orange: y = cos(x))

Rechte Abbildung: An den Stellen, an denen der blaue
Graph die Steigung null hat, hat der orange Graph Null-
stellen. Betrachtet man den orangen Graph zwischen den
Nullstellen, so sind die Werte des orangen Graphen dort
negative, wo der blaue Graph monoton steigt und dort
positiv, wo der orange Graph monoton fallt. Also kann der
orange Graph nicht die Ableitungsfunktion des blauen
Graphen darstellen.

(blau: y = 2cos(x); orange: y = sin(x))

1 a) f(x) =12-cos(x)
¢ f(x) = —\/g'sin(x)

e) f'(x) =15x2 - cos(x)
f) f'(x) =-2-sin(x) - cos(x)

b) f'(x) = 2-sin(x)
d) £(x) =+ cos (x)

Seite 67
(o]

2 a) f(x) =3cos(); f(0)=3

b) F() =sin(); () =3V2

0 F(x)=1+2cos(); f(3)=2

d) () = 3cos(x) (3 )—%

e) () =2x + cos(x); (0)=1

f) f(x)=-5sin(x) +3; f’(z) - ;‘5 3
g) F(0) = VBcos(x) +sin(); f(3) =13

h) F(x)=-3cos() +5V2; (%) =0

) F0=7-sin; f(3n)-7-213

i f(x)=-2cosx) - V3sinx); f (% ) 21

5n 33

b) y=3x- -7
c)y=( \/_)x—f\/_nﬂ/_

4 f(x)=2cos(x)
2cos(x) = 0 hat die Lésung x =5. Esist f(3) = %

Also ist g Tangente an den Graphen von f im Punkt
n|3
B(313)-

5-7 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

8 a) f(x) =sin(); f'(x) = cos(x);

g =x+1 g(x)=1

Die Gleichung f'(x) = g'(x), d.h. cos(x) =1, hatim
Intervall [-m; ] die Lésung x = 0.

Der Punkt ist P(0]0).

b) f(x) = -2cos(x); f'(x) = 2sin(x);

gx)=-2x; g(x)=-2

Die Gleichung f'(x) = g'(x), d.h. 2sin(x) = -2, hat
im Intervall [-m; ] die Lésung x = —%.

Der Punkt ist P(—% |O)

Il Differenzialrechnung L23



Schulbuchseiten 67-70

9 f(x) =sin() -2, & =cosX);
g(x) =3 sinx); g'x) =3cos);

Die Gleichung f(x) = g(x) fihrt auf die Gleichung

b1 _3m .
-5 und X, =5 im

sin(x) = -1 mit den Lsungen x, =
Intervall [-1; 2]

Esist f'(-7)=g'(-5) = 0 sowie f(-5)=g(-5)=-3
Entsprechend gilt:

(%) -g(5) -0 und £(3)-g(F)--3

Somit beriihren sich die beiden Graphen in den Punkten
B,(-5|-3) und B,(3}|-3).

10 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

11 Der griine und der lilafarbene Graph sind die Gra-
phen von Kosinusfunktionen (die an der x-Achse gespie-
gelt und entlang der y-Achse verschoben wurden). Deren
Ableitungsfunktion ist die Sinusfunktion.

12 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch

7 Lineare Verkettung von Funktionen und
deren Ableitung

Seite 68
(o]

Einstiegsaufgabe
Umrechnung Kelvin in Fahrenheit in einem Schritt:
g(k) =18(k -273) +32 =18k - 4594

Seite 69
(o]

1 a) f(5) = u(v(5)) = u(10) = 1000
f(-2)=u(v(-2)=u@) =27

b) f(5) =u(v(5)) =u(16) = 4
f2)=u(v(-2)=u(®=3

0 f(5) =uv(G) =u(-4)=-1
f(-2)=u(v(-2) =u(10) =

2 u1(v1(x))- V8x +1+2

Uy (v, 00) = V3 = 2x + 2
Uy (v5 (X)) = V-4x +2
Uy (V4 () = cos (8x + 1)
Uy (v, (X)) = cos (3 - 2x)
U, (V5 (X)) = cos (-4 x)
us (v, () = 4-(8x +1)3
us (v, (X)) = 4-(3 - 2x)°
Us(V3(X)) = 4-(-4x)?

3 au=x% vx)=x+1 m="1

b) u = x3- v =2x-4, m=2

c) ulx = X, vix)=3x-2; m=3

d) uk) =cos(x) - 3; vix) =2x+1 m=2
e) u =sin(x); vx) =3x; m=3

f) ux) =-3sin(x); vx) =0,5x+2; m=0,5
2) uk = Vx; v(x)=%x—3; m=%

h) ux)=x2% vix)=4-3x; m=-3

) u=3W+2 v =x-4 m="1

L24 Differenzialrechnung

4 a) f(x)=5-3(5x+2)2=15(5x +2)?

b) f(t)=2-3-2@t-ND"=12(3t-1)

) F(X)=-3--1-74-x)°=2104 - x)®

d) f’(x)=% 4(4x 2) ( x—2)3

e) f'(x) = 1 1 (;-x+5) =(%-x+5)5

f) f'(t) = ( 2) 9(6-2t)8=-18(6 - 2t)8

g) F'(x)=6-5(6x+7)*=30(6x+7)*

h) f'(t) =4-8(t+2) =32(t+2)

i) FX)=-5-(-3)-1(-3x +4)10=165(-3x + 4)10

’ _ . 1
5 a f)=7 Y]
b) () =-4(x+1)"°
¢ f)=6-(- 2)(6t) 3——12(6t) 3

d) F(O) =24 e = 4

e) F(x)=-1-(-6)(-x+2)7=6(-x+2)7

P D
) 00 = 22\/3—2x 3-2x

Seite 70
o

6 a) f(x)=2-cos(2x)
b) f(t) =-5-sin(5t)

o) f(x) = cos (x +%)

d) f'(x) =3-cos(3x + 4)
e) f'(t) =-m-sin(t - 3)
f) f(x)=2-3-cos(3x)
g) f'(x)=6-sin(2x - 1)
h) f(x = -%-cos(nx)

i) f( = —%-cos(ll - 6X)

7-8 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch

9 A: Hier wurde nur der Faktor m vor den Funktions-
term geschrieben, aber nicht die Ableitung von u
verwendet.

Korrekt: f(x) =4-3(4x +2)?2=12(4x + 2)%

B: Hier wurde die Ableitung von u an der Stelle x und
nicht an der Stelle v(x) = 3x ausgewertet.

Korrekt: f'(x) =12cos(3x).

C: Hier wurde der Faktor m vor der Ableitung von u
vergessen.

Korrekt: f(x)=2-52x -5)4=10(2x - 5)*.

D: Kein Fehler.

E: Kein Fehler.

F: Hier wurde der Faktor m vor der Ableitung von u
vergessen.

Korrekt: f'(x) = 2-cos(2x).

10 a) fX)=2-(4x -
FX)=24-(-D(4x-1)"2=-8(4x-1)72
b) f(x)=5-(2-x)3
FOO=5(C-1D-(-3)2-x)%=15Q2 -x)"4
) f(x)=-3-(2x+3)2
f(x)=-3-2-(-2)2x+3)3=12(2x + 3)3



1 a) F)=3(x-2)2
fh=-4, f()=3
y=f-&x-D+f(1)=3x-7

, 6
b) f(X)=—m
f() =3, f()=-6
y=Ff-x-D+f(N=-6x+9
c) f'(x)=m-cos(mx)
fH=1 fM=-n
y=fM-X-D+f()=-nx+m+1

12 Ableitung:

() =3:3-33x+2)2=(3x+2)2=9x2+12x + 4.

a) '(2) = 64

Der Graph von f hat im Punkt P(2|f(2)) die Steigung 64.
b) Ansatz: f(x) =0, d.h. 3x +2)2=0. Losung: x = -3,
Der Graph besitzt einen Punkt mit waagerechter
Tangente: P <—% ‘ f (—%) )

¢) Ansatz: f(x) =1, d.h. 9x2+12x+3=0.

Losungen: x, = —% und x,=-1.

y= (x+%) + =x+g (Tangente in Q1<—%|%)>.
Mit f(-1) = -3 und f(-1) =1 folgt
y=(x+1)—%=x+§ (Tangente in Q2<—1|—%)).

13 a) f0=0,d.h.2(x-N4-2=0 fihrt auf die
Gleichung (x - 10*=16,d.h. x -1=+2,
Nullstellen: x;=-1; x, =3

b) f'(x) = %(x -1)3

N,(=110): y=fEDx - D) +f(-1)

dh. t: y=-4x-4

N,(310): y=f13)(x-3)+f(3)

d.h. ty: y=4x-12

¢) f(x)=0,d.h. %(x -1)3=0 hatdie Losung x ="1.
Esist f(1) =-2.

Tangente in P(1]-2): ty:y=-2

d)

1 1
T T
-2 - 1 2 3 4
14
5]

14 Der Graph von f mit f(x) = u(2x) entsteht aus dem
Graphen von u durch Streckung mit dem Faktor% in

x-Richtung. Es ist daher entweder (A) der Graph von u
und (D) der Graph von f oder (B) der Graph von u und (C)
der Graph von f.

Schulbuchseiten 70-71
o

Ware (D) der Graph von f, so wéare (0,5) > 2. Dann
kdnnte aber weder (B) noch (C) der Graph von f" sein.
Somit ist (C) der Graph von f und (B) der Graph von u.
Da der Graph von f z.B. an der Stelle x =1 eine gréfiere
Steigung als der Graph von u hat, ist (D) der Graph von f’
und (A) der Graph von u’.

15 DerTerm 60 - 2t gibt die Kantenldnge (in cm)

t Minuten nach Betéatigen des Startknopfs an.

f(t) = (60 - 2t)3 entspricht damit dem Volumen (in cm3)
des Wiirfels zu dieser Zeit.

'(2) entspricht der momentanen Anderungsrate des
Wiirfelvolumens (in cm3 pro min) zwei Minuten nach
Betédtigen des Startknopfs.

Seite 71
o

16 a) x5=0: u(v(0)=u=0

Xo=0,5: u(v(0,5)) =u(0,5) =1

Xo =T u(v(1))=u()=0

b) x,=0: v(0)=-0+1, also

u(v(0) =u=-4(1-052+1=-1+1=0

X0 =0,5: v(0,5)=-05+1=0,5, also

u(v(0,5) =u(0,5)=-4(05-052+1=0+1=1
X =T v()=-1+1=0, also
utv(m)=u@)=-4(-05)2+1=-1+1=0

17 a) f2) =u(v(2)=u)=2

f(x) =u(v(x)) mit v(x) =x-2, also m="1.
Alsoist f(2) =1-u'(v(2)) =u’'(0) = 0.

b) Esist u(x)=-0,5x2+2 und v(x) =x - 2.
Also gilt
f@)=uv@)=u@-2)=u(0)=-05-02+2=2.
Mit u'(x) =-x und m =1 folgt

2 =1-u(v(Q2)=u(0)=0.

18 ()= %(2x -4 =x-2 g=-x+8

f(4) =4 g(@) =4

) =4 g =14

Somit beriihren sich die beiden Graphen im Punkt P(4|4)

19 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

20 a) f=(x-7)3
b) f(x) = 3x + 5)4

c) f(x) = cos (%x + 2)

21 a) f(x) =sin(7x); f'(x) =7-cos(7x);

f'(x) = -72-sin(7x); " (x) = -73-cos(7x);

fW(x) = 74-sin(7x); fW(x) = 7°-cos(7x)

f@N(x) = ~7%7-cos (7x)

b) g(x) = cos(mrx)

g'(x) = -m-sin(mx)

g"(x) = -m2-cos (mx)

g3 (x) = m3-sin(mx)

g@(x) = m*- cos (1rx)

Da der Exponent von 1t immer um 1 zunimmt und sich die
Funktionen sin(x) bzw. cos(tx) nebst Vorzeichen alle
vier Schritte wiederholen, ist dann g"®(x) = n"5sin (x).
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Schulbuchseiten 71-73

22 a) f(x)=u(-3x+2)=2(-3x+2)-1=-6x+3 d) f(x) =-0,5ex

g(x)=v@x-1=-32x-10)+2=-6x+5 y=_%zx+e§

Ableitungen: /() = -6, g()=-6 . D.h. y = -3,69x + 3,69.

Die Funktionen f und g stimmen nicht tberein, ihre Ablei- e) 00 = In(0,5)- 0,5% + 1

tungen aber schon. 1, (1 1 3

b) Es ist y=3ln(3)x-3n(3) +3

uve) =ukx+D=mkx+D)+b=>mkx+(mLl+b), D.h. y=-0,35x +1,85.

also eine lineare Funktion. f) f(x)=2ex-2x

¢) Esist y=2(2-2)x-2(2-2)

u(vx)) =uBx+a)=9(3x+a)+2=27x+9a+2 und D.h. y =10,78x - 10,78.

viu)=v(@Ox+2)=39x+2)+a=27x+6+a. . ) _

Damit die beiden Verkettungen iibereinstimmen, muss 4 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom

also 9a+2=6+a gelten. Dies ist fiir a=0,5 der Fall. Schulbuch.

23-24 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie 5 (0 =1In@2-2x

am Ende vom Schulbuch a) f(x) =10, d.h. 2x=10 hat die Lésung x = ln,(10)
dh x=0 - 337

8 Die Ableitung der Exponentialfunktion b) () =10, d.h. In(2)-2x=10 hat die Lsung

10
x = In, ({12) = 3,85.
o Seite 72 (& )>

6 a) Asymptote: y=%x

Einstiegsaufgabe
Der rote Graph ist tatsachlich eine Verschiebung des

blauen Graphen um eine Einheit nach unten. Gleichzeitig —
hat es den Anschein, dass (zumindest im gewéhlten Aus- 12
schnitt) der rote Graph die Ableitungsfunktion darstellt.
Verschiebung und Ableitung schlief3en sich aber nicht
aus. Die Ableitung der Funktion g mit g(x) = e*+1 lautet
g'(x) = eX.
Seite 73
o o
1 a) f(x)=ex b) f(x) =2+ ex ) ;
¢ f(x)=6x-5ex d) f(x) =2ex o f)=-3ex+3
f(0)=-3
2 a) F)=ey f(x) = e f(0)=-3
b) f'(x) =eX+1; f(x) = eX fy= -5y -3
0 FO)=ex+4x F'()=e+4 YT ;
d) FO) = e §£7(x) = —ex*1 d) Esist f'(x) =-3eX+ 5. Wegen e*>0 ist -3ex<0
e) f(x) =2-In(@)-7* und folglich f'(x) < % Somit gibt es kein x mit f'(x) = 1.
f) fX)=nQ2-2x-4 e) Aus f'(x) = -3ex + % =0 folgt x=1In (%) =-1n(6)
g) (¥ =-In(3)-37%+ cos(x) - 11
h) £00 = ex+e und damit P( In(6) 5 2lr1(6)).
) F(x) =2ex+6x f'(x) =2ex+6 f) £(0=0,d.h. -3ex+ 3 = 0 hat die Losung
i) f(x)=5e*-15x% f'(x)=-5e* - 3x x=In (%) ~-179;
"(x) = =4 302 sy = 1
k) £() 129”2)" 00 12eX+3x f(1n(3)) = -140
D 00 = g€+ cos(x); f(x) =5eX-sin(x) Im Punkt B(-1,79 | -1,40) verlduft die Tangente an den
Graphen von f waagerecht.
3 a) f(x) =ex
f(0)=1; (0 =1 7 a)
y=f(0)-x+f0)=x+1
b) f'(x) = eX

fh=¢ f(M=¢e
y=fM-x-D+f(1)=e-x
c) ) =1n(@2)-2x
f-1D=2; f-D=5n@
y=fE=D-k+1)+ 1
y=%ln(2)'x +%ln(2) +%
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b) f=e>*+2x; FX)=-e*x+2

gx) =eX g =ex

Aus der Zeichnung entnimmt man als mdgliche Be-
ruhrstelle xq = 0.

Esist f(0)=1 und g(0) =1.Esist f(0)=1 und g'(0) ="1.
Folglich beriihren sich die beiden Graphen an der Stelle
Xq = 0.

Gemeinsame Tangente: t:y =x+1

Seite 74
o
8 a) f=ex+1, f(x) =ex
g =ex-x2+2; g(x) =ex-2x
f(0) =1; g'(0) =1; Somit sind die Tangenten in den
Schnittpunkten der Graphen mit der y-Achse parallel
zueinander.
b) f(0)=2; g(0) = 3.
Der Graph der Funktion f muss um 1 in y-Richtung
verschoben werden. Man erhélt: f;(x) = e* + 2.
9 fx)=2-e2% g(x) =2-e*-2x
Gemeinsamer Punkt: P(0]3)
f(0) =3 =g(0)
f(0)=2=g'(0)
10 a) f'(t) = 4800-et
'(3) = 96411
Nach drei Tagen betrégt die momentane Anderungsrate
96411 Co?:gumr, d.h. wiirde die Ausbreitung des Virus so

weitergehen, wiirden pro Tag 96 411 Computer neu infi-
ziert.

Computer  _ Computer _ Computer
b) 10°gqunge = 1071 = 864000
86400

f'(t) = 4800-et > 864000 fiuhrtauf t=>ln(180) = 51996,
also nach etwa 5 Tagen 4 Stunden 38 Minuten.

c) Die Eigenschaft f'(t) = f(t) kann fir die vorliegende
Aufgabe wie folgt gedeutet werden: Je mehr Computer
bereits infiziert sind, desto mehr Computer werden auch
neu infiziert. Zu Beginn trifft dies gut zu, da von jedem
infizierten Computer aus E-Mails versandt werden, die
praktisch nur noch nicht befallene Computer erreichen
und diese dann infizieren. Sind allerdings weltweit be-
reits viele Computer befallen, so wird kein exponentielles
Wachstum mehr stattfinden, da die E-Mails dann in
merklicher Zahl an bereits infizierte Computer gesandt
werden.

11 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

12 Tangente an einen Punkt B(uleY)
y=e'(x-u) +e

Wenn die Tangente durch 0(0|0) verlaufen soll, muss
gelten 0=e4(0-u) +eY, d.h. ei(-u+1=0,

also u="1.

Berlihrpunkt B(1]e)

Tangentengleichung y = e-x.

13 a) f(x) =g2*
() =2-In(q)-g2* )
f(0) =1,also 2:In(q) =1 In(@)=3; q=e?

Schulbuchseiten 73-74
o

b) fX) =qg*-qg*

00 = In(q)-g* + In(q)- g™

f(0)=2also In(@)-1+n(g):1=2; In(g)=1; g=e
c) fx)=qg*-x

() =In(q)-g*-1

f(0)=0,also In()-1-1=0; In(q)=1; g=e

14 f(x)=e2x-p-ex

a) f(1)=0, d.h. e2-b-e=0
alsoist b=e.

b) f(0)=e%-b-e%=1-b
f'(x) =2e2x - b-ex
f(0)=2e%-b-e0=2-b.
Aus f'(0) =0 folgt b=2

15 a) f'(x) =1-¢* Firalle xeR gilt ex>0, d.h.
-eX< 0. Alsoist 1-eX<1, und somit verlduft der Graph
von f" unterhalb der Geraden mit der Gleichung vy = 1.
Die Behauptung stimmt also.

b) f'(x) = eX - e™*. Die Bedingung f'(x) =0 fiihrt auf die
Gleichung e*-e*=0, also e*=e™* oder

e2x = 1. Diese hat die Losung x = 0, also hat der Graph
von f eine horizontale Tangente in (0]2).

Die Behauptung ist folglich falsch.

c) f(x)=x+eX Dafiralle xeR e*>0 ist, folgt

X + eX > x. Die Behauptung stimmt.

16 a) Beispiel u=2

fx) =ex f(x) =ex

Tangente t im Punkt P(2|f(2):

y=FfQKx-2)+fQ2

y=e2(x-2) +e? bzw. y = e2x - e2

Schnittpunkt der Tangente t mit der x-Achse fiihrt auf
die Gleichung e2(x - 1) = 0 mit der Losung x = 1.

Der Schnittpunkt ist N(1]0):

Allgemein:

Tangente t im Punkt P(u|f(w):

y=fU)x-u+f)

y=elUlx-u)+eY bzw. y=elUx-eU(u-1)

Schnittpunkt der Tangente t mit der x-Achse fiihrt auf die
Gleichung eY(x - u+1) =0 mitder Lésung x=u-".
Konstruktion der Tangente t an den Graphen von f: Zeich-
ne die Gerade durch die Punkte P(uleY) und N(u-1]0).
b) Beispiel

f(x)=3eX f'(x)=3eX u=2

Tangente t im Punkt P(2|f(2):

y=fQ@x-2) +f2

y=3e2(x-2) +3e? bzw. y=3e?x - 3e?

Schnittpunkt der Tangente t mit der x-Achse fihrt auf
die Gleichung 3e2(x - 1) =0 mit der Lésung x = 1.

Der Schnittpunkt ist N(1]0):

Allgemein:

fx) =c-eX f(x) =c-e*

Tangente t im Punkt P(u|f(w):

y=fU)x-u)+f)

y=c-e'(x-u)+c-eu

Schnittpunkt der Tangente t mit der x-Achse fihrt auf die
Gleichung c-e¥(x - u+1) =0 mitder Losung x=u-"1.
Der Schnittpunkt ist N(u - 1]0):

Konstruktion der Tangente an den Graphen von f: Zeichne
die Gerade durch die Punkte P(u|c-eY) und N(u-1]0).
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c) Allgemein:

fx) = a* f'(x) =In@)-a*

Tangente t im Punkt P(u|f(Ww):

y =) x-u)+f)

y=1In(@-a'(x - u) +a

Schnittpunkt der Tangente t mit der x-Achse fiihrt auf
die Gleichung a'(n@x - In@u+1) =0 mit der Lésung
n ( 5- Der Schnittpunkt ist N( m1@|0):
Konstruktion der Tangente an den Graphen von f:

Zeichne die Gerade durch die Punkte P(ulaY) und
1
N (u " n@ |0>

17 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch

X=u-

9 Die Produktregel

Seite 75

Einstiegsaufgabe
OO =u)-v0); F(x)=u"0)-v()+ux)-v'(x)

Seite 76
(o]

1 a) f=1-ex+x-eX=(1+xe*

b) f(x) =2x-eX+x2-eX=(2x + x2)e*
c) f'(x)=(6x2+2x)-ex+(2x3 +x2)-eX
= (2x3 +7x2 + 2x)- X
d) f(x)=-2-x2-ex+2x71-ex
e) f'(x) = —%-(x2+1)+§-2x

=_%+3

f) f'(x)=3-\/§+(3x+2)-2“—‘&

2 a) f(x)=1-sin(x) +x-cos(x)

b) f'(x) = 3-cos() + 3x-(-sin(x)
=3-cos(x) - 3x-sin(x)

0 fx = 4-\/§+(4X_2).217;

=4+ -

(y) = — _ o

d) f(0 = 2\/§+(3 2%
e f(x) = F cos() + Vx - (~sin(x)

# cos(x) - Vx -sin(x)

f) ) =-3-sin(x) + (5 -3x cosx)

g) (= ——-cos(x) + 2'(—sin(x))
= —% cos(x)—f sin(x)

h) f(x) = cos(x)-cos(x) + sin(x) - (- sin (x))
= cos2(x) - sin2(x)

i) () =2x-sin(x) +x2-cos(x)

3 a) () =1-e3%x+x-3-e3x=e3x(1+3x)

b) f(x)=2-e2x+(2x - 4)-2e2x=(4x - 6)-e2X

c) f(x)=2-3-Bx+2)-eX+(Bx+2)2 e
=(18x +12)eX + 3x + 2)2- X
=(9x2+30x +16)-ex

d) f(x) =8-e2x4+8x-2-e2x4
= (8 - 16x)-e2x*
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e) f(x)=2-e>*1 4+ (2x +3)-(-5)-e>x1
=-(10x + 13)-e™>*1

f) ) =2(x+4)-e+(x+4)2-(-4)-e™x
—2(x+4) e™4X = 4(x + 4)2-e™4X

g) Fx) =—F+= \f -sin(2x) + Vx - 2-cos(2x)
= m-sm@x) +2Vx-cos(2x)

h) (0 =1-cos(3) +x- (—%) -sin (3)
= cos(3) - 3-sin(3x)

i) () =-m-sin(mx)-e2x+ cos(mx)-(-2)-e2x
= -(qt-sin(x) + 2cos (7ix)) - e~2x

4 a) Nullstellen von f: x;=1; x,=3

Gemeinsame Punkte mit der x-Achse: N,;(1]0); N,(3]0)
b) f(X)=(xx-3)2+(Xx-1-2-(x-3)=(x-3)(3x-5)
(=4

f(3)=0

¢ =0, dh. x-3)3x-5-=0

Lésungen sind x;=3 und x, = %

Die Punkte des Graphen, an denen die Tangente waage-
recht ist, sind P,(3]0) und P, (% %)

5 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

6 a)

Y y=4-sin(x)- cos (x)

b) f'(x) =4-cos(x)-cos(x) - 4-sin(x)-sin(x)

= 4-(cos?(x) - sin2(x))
Tangentensteigung m =0 bei % Periode und %
y /(3
(50 7(32) -0
Maximale Tangentensteigung m = 4 an den Stellen 0
undm: F(0) =4, fo=4

Periode:

Seite 77
o

7 a) f'(x)=1-ex+xeX=(x+1)ex
") =1-eX+ (x +1)eX=(x +2)eX
f"(x) =1-eX+ (x +2)eX=(x + 3)eX
fV(x) = (x + 4) e
fV(x) = (x + 5)eX
f™(x) = (x + n)ex

8 f(x) =x3-cos(x) mit ux)=x3 v(x)=cos(x)
f'(x) = 3x2-cos(x) - x3-sin(x)

a) falschlicherweise Vv'(x) = sin(x)

b) falsche Regel f'=u-v+u'-v



9 Zum Beispiel:
a) f(x) = (x + 2)sin(x)
b) f(x) = 2x-sin(0,5x%)

10
B D E F G H
Potenzregel X X X X X X
Faktorregel X X X
Summenregel X X X X
Kettenregel X X X X X
Produktregel X X

11 Fur f gilt: £(0)=1; f(0)=0

g'(x) = f'(x)-cos(x) - f(x)-sin(x)
g(0)=f(0)-cos(0)=1-1=1; g(0)=0-1-1-0=0.

Der Graph von g hat also ebenfalls im Punkt P(0|1) eine
waagerechte Tangente.

12 Bedingungen fur f:

M f@-=0

@ f@=0

g0 =x-f(x); g'(x) =f(x)+x-f(x)

Daraus folgt:

M g@=2-f2)=0

2 g'2=0+2-0=0

Also: der Graph von g berihrt die x-Achse in P(2]0).
b) f(x) = (x - 2)% g(x) =x-(x - 2)?

f(x) =cos(x-2)-1; g(x)=x-cos(x -2)-x

13 a) fX)=x=u®X)-vx)-w(x) mit
ux) =v) =w(x) =x3
f'(x) =9x8
u'(x) =v'(x) =w'(x) =3x2
u () v () -w'(x) = 27x8 + f'(x)
b) g'(x) = sin(x) + x-cos(x)
f(x) = [x-sin(x)] - cos (x)
f'(x) = [x-sin(X)]- cos (x) + x-sin(x) - (-sin(x))
(sin(x) + x-cos(x)) - cos(x) - x-sin2(x)
=sin(x) - cos(x) + x-cos2(x) - x-sin2(x)
o f=1f-f,-f3=(f-f) f;
f=(f-f)-f5 + (f, -fz)-f;
= (ffrfiefy) F v (Frofp)
=ffofa+ £ 6, fo+ £y f)
Vermutung: Fur f=f,-f,-f;-...-f, gilt
f'=f;-f2-f3-...-fn+f1-f;-f3-...-fn+f1-f2-f;-...-fn
ooty fye o f

n

14 n=2:

f(x) = cos(x)?

f'(x) = (cos (x) - cos (X))’
= -sin(x) - cos(x) + cos (x) - (-sin(x))
=-2-sin(x)- cos (x)

n=3:

f(x) = cos (x)3

' (x) = (cos (x) - cos (x)2)’
= -sin(x) - cos (x)2 + cos (X) - (- 2 sin(X) - cos (x))
= -3-sin(x)- cos (x)2

n=4:

f(x) = cos (x)*

f'() = (cos (x) - cos (x)3)’

-sin() - cos ()3 + cos (x) - (- 3 sin (x) - cos (x)2)

-4-sin(x)- cos (x)3

Schulbuchseiten 77-80
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Vermutung:

n=>5: f(x)=-5-sin(x)-cos()*

n=6: f(x)=-6-sin(x-cos x>

n=7: f(x)=-7-sin(x)-cos(x®

Vermutlich gilt fiir beliebiges n € N:

Die Ableitung von f(x) = (cos (x))"

ist f'(x) =-n-sin(x)-cos ().

b) Da in allen Ableitungen die Faktoren sin(x) und
cos(x) vorkommen, haben alle Ableitungen von f an den

Vielfachen von % Nullstellen. Die Graphen der zugeho-

rigen Funktionen haben somit an diesen Stellen waage-
rechte Tangenten.

15 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch

Exkursion: Das Newton-Verfahren

Seite 78
(o] (o]

Einstiegsaufgabe

Da der Punkt P, unterhalb und der Punkt P, oberhalb der
x-Achse liegt, schneidet die Gerade durch P, und P, die
x-Achse. Die Nullstelle der Geraden durch die Punkte P,
und P, ist eine gute Anndherung fiir die Nullstelle des
Graphen der Funktion f.

Um die Nullstelle genauer zu bestimmen, riickt man die
Punkte P, und P, immer n&dher an die Nullstelle heran,
z.B. x,=0,65 und x,=0,75 und bestimmt erneut die
Nullstelle der Geraden durch die Punkte P, und P,.

Seite 80
(o} o
1 a) f)=x3+2x-1, F(x) =3x2+2;
n(x) =x- Xg;ff?
Startwert: 0,5
Schritt n(x)
1 0,5
2 0,45454545
3 0,45339834
4 0,45339765

Naherungswert: x* = 0,4534
b) f()=x*+3x-3; F(x)=4x3+3;

() = x - 35
Startwert: 1,0
Schritt n(x)

1 1
2 0,8571429
3 0,8369934
4 0,8366638
5 0,8366638

Naherungswert: x* = 0,8367
c) f(x)=sin(x) +x-2; f'(x) =cos(x) +1;
_ sin(x) +x -2

N0 =x cos(x) +1

Il Differenzialrechnung L29
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Startwert: 1,5

Schritt n(x)
1 15
2 1,03537153
3 110461802
4 110605952
5 1,10606016

Naherungswert: x* = 1,1061

2 Individuelle Lésungen.

Fur alle drei Teilaufgaben gilt: Einen Startwert fiir das
Newton-Verfahren kann man suchen, indem man mithilfe
einer Tabelle ein Intervall bestimmt, in dem die Funktion
einen Vorzeichenwechsel hat.

a) f()=x3-3x-1, f(x)=3x2-3;

Wertetabelle von f:

X f (x)
-2 -3
-1 1

0 -1
1 -3
2 1

3 17

Die Funktion f hat in den Intervallen [-2; -1], [-1; 0] und
[1; 2] jeweils einen Vorzeichenwechsel und damit eine
Nullstelle.

Naherungswerte: x; = -1,532; x, = -0,347; x5 ~1,879

b) f(x) =sin(x) - x2+1; f'(x) =cos(x) - 2x;

Wertetabelle von f:

X f(x)
-2 -3,9092974
-1 -0,841471
0 1

1 0,84147098
2 -2,0907026
3 -7,85888

Die Funktion f hat in den Intervallen [-1; 0] und [1; 2]
jeweils einen Vorzeichenwechsel und damit eine Null-
stelle.

Naherungswerte: x, = -0,6367; x, ~ -1,4096

c) f)=eX+x3-6x; f(x)=e*+3x2-6;

Wertetabelle von f:

X f(x)
-3 -8,950213
-2 41353353
-1 5,367879%
0 1
1 -2,281718
2 3,3890561
3 29,085537

Die Funktion f hat in den Intervallen [-3; -2], [0; 1] und
[1; 2] jeweils einen Vorzeichenwechsel und damit eine
Nullstelle.

Naherungswerte: x; = -2,4566; x, = 0,2063; x5 = 1,6765
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3 Individuelle Lésungen.

Méogliche Strategie: Man fasst die linke Seite der Glei-
chung als Term einer Funktion auf, von der Nullstellen
gesucht werden.

Médgliche Startwerte kann man wie in Aufgabe 2 mithilfe
von Intervallen ermitteln, in denen die Funktion einen

Vorzeichenwechsel hat.
f(x)

[terationsfunktion ist n(x) = x - o0

a) f(X)=%x3—x2+x+4; f'(x)=%x2—2x+1

X f(x)
-3 -14,75
-2 -4
-1 1,75

0 4

1 4,25

2 4

3 4,75

Die Funktion f hat in dem Intervall [-2; -1] einen Vor-
zeichenwechsel und damit eine Nullstelle.
Naherungswerte: x, = -1,3912

b) f(x) =cos(x) +x-2; f'(x) =-sin(x) +1
Wertetabelle von f:

X f(x)
-1 -2,46
0 -1
1 -0,46
2 -0,416
3 0,01
4 1,346
5 3,284

Die Funktion f hat in dem Intervall [2; 3] einen Vor-
zeichenwechsel und damit eine Nullstelle.
Naherungswerte: x, = 2,9883.

0 F() = 3e 2 - 433 +2; F(9) = e 2 - 12x2
Wertetabelle von f:

X f(x)
-2 61,3
-1 9,69

0 2,5

1 -193

2 -29,99

Die Funktion f hat in dem Intervall [0; 1] einen Vor-
zeichenwechsel und damit eine Nullstelle.
Naherungswerte: x, = 0,8067.

4 Individuelle Losungen.

Mégliche Strategie:

Die Gleichung f(x) = g(x) ist &quivalent zu der Gleichung
f(x) - g(x) = 0. Man fasst nun die linke Seite dieser Glei-
chung als Term einer Funktion h auf, von der Nullstellen
gesucht werden.

Médgliche Startwerte kann man wie in Aufgabe 2 mithilfe
von Intervallen ermitteln, in denen die Funktion einen

Vorzeichenwechsel hat.

[terationsfunktion ist n(x) = x - %



a) h(x)=—ex+4—%x2—x; h'(x) = -e*-x-1
Wertetabelle von h:

X h(x)
-4 -0,018
-3 2,45
-2 3,865
-1 4132

0 3

1 -0,218

2 -7389

Die Funktion h hat in den Intervallen [-4; -3] und [0; 1]
jeweils einen Vorzeichenwechsel und damit eine Null-
stelle.

Naherungswerte fir die Stellen, an denen sich die
Graphen f und g schneiden, sind x; = -3,994 und

X, = =0,953.

b) h(x) =x?+x+1+ 4sin(%x),~

h'(x) =2x+1+ 2cos (%x)

Wertetabelle von h:

X h(x)
-4 9,363
-3 3,01
-2 -0,366
-1 -0,918

0 1

1 4,918

2 10,37

Die Funktion h hat in den Intervallen [-3;-2] und

[-1; 0] jeweils einen Vorzeichenwechsel und damit eine
Nullstelle.

Naherungswerte fir die Stellen, an denen sich die
Graphen f und g schneiden, sind x, = -2,169 und

X, = =0,384.

5 a)
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b) Individuelle Lésungen, z.B.:
f(x) =533 = 1; F(x) = 732

X f(x)
0 -1

1 -0,917
2 -0,333
3 1,25
4 4,333

Die Funktion f hat in dem Intervall [2; 3] einen Vorzei-
chenwechsel und damit eine Nullstelle.
Startwert: z.B. 3

Wert fiir die Steigung m z.B. f'(3) = %

lB/]

[terationsfunktion n(x) = x - 12)(9_
4
Schritt n(x)

1 3

2 244444
3 2,34791
4 2,31298
5 2,29912
6 2,29345
7 2,291
8 2,29013
9 2,28972
10 2,28955
1 2,28948
12 2,28945
13 2,28944
14 2,28943
15 2,28943

Naherungswert: x* = 2,2894

6 a) f(x)=x2-2;, f(x) =2x
nx) = x - X22—X2

Startwert z.B. 2

Schritt n(x)

1 2
15
1,41667
1,41422
1,41421
1,41421

Der Naherungswert fiir V2 ist 1,4142.
b) g0 =1-5; g =22

Eignung der Funktion g zur Berechnung von Va:
Zum einen gilt g(Va) = 0.

Dass sich mit dem Newton-Verfahren eine Zahlenfolge

QAN U s WN

ergibt, die sich Va nahert, lasst sich exemplarisch am
Beispiel a =2 veranschaulichen. Mit einem Startwert

zwischen 0 und \/5, hier 0,5, bekommt man einen ver-
besserten Naherungswert.
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=

X

25 1,5 1,75 2,0

Startwert: x=0,5

Schritt n(x)
1 0,5
2 0,71875
3 0,985298157
4 1,238812304
5 1,382930796
6 1,413183242
7 1,414212437
8 1,414213562
9 1,414213562

Der Naherungswert fr V2 ist 1,4142.
) fx)=x3-a; f(x)=3x2

_,_X-a
n(x) = x 3

Individuelle Lésungen, z.B. fir a =2
Startwert: x =2

Schritt n(x)

1 2
15
1,2963
1,26093
1,25992
1,25992

Der Naherungswert fir 3\/5 ist 1,2599.

o U WN

7 f(x)=x3-8x2+19x-12

a) Der Nachweis, dass 1; 3 und 4 Nullstellen von f sind,

erfolgt durch Einsetzen.
b) f(x) =3x2-16x +19

f
n(x)=x—%
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Suche nach einem moglichst grof3en Intervall:
Individuelle Losungen, z.B.:

Ubersicht durch Skizzieren eines Graphen der Funktion.

Mégliche Intervallgrenzen liegen zwischen den
beiden Extremwerten x, = %(8 -V7) =1,784... und

X, =3(8 + V7) = 3,548...

Y
2+

1+

0 /’ 2
-1+

c) Fehler im 1. Druck der 1. Auflage: Es muss x >3
heien.

Individuelle Losungen, z.B.: Bei folgenden Startwerten

streben die Ndherungswerte gegen 1:

z.B. Startwert x =3,5; n(3,5) =1 (vgl.S. 53, Aufgabe 38)

z.B. Startwert x = 3,51; n(3,51) = 0,369...

z.B. Startwert x = 3,52; n(3,52) = -0,707...

z.B. Startwert x = 3,545; n(3,545) =-298...

z.B. Startwert x = 3,548583;

n(3,548583) = -154824,408...

Jedoch bei z.B. dem Startwert x = 3,55 mit

n(3,55) = 87,7 streben die Naherungswerte gegen 4.

Training
Seite 81
o

1 a) Euro (€) in Dollar ($):
f(x)=0,84%; xin$; f(x)in€

Euro (€) in Schweizer Franken (SFr):
g(x) =1,07x; x in €; g(x) in SFr

b) h(x) = g(f(x)) =1,07-0,84x = 0,8988 x
xin$; h(x) in SFr

2 a) f()=x2+2x




b) f() =x - 2Vx

y
3__
2__
’I__
1 1 1 1 1 1 1
T T T T T T T
-5 —4--3-2-1 1 45
_1__
_2——
_3__
Ky
_4__
c) f)=x+ex
1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T T T T 1
-5+ —4--3-1-21-1 1 45
_1__
d) f(x)=0,5x3 - 2x
4_
Kg
3_
2_
Kt
’I_
1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T T T T T T
-6 -5 -4 -3 34
Kn
e) f(x) = cos(x) + 0,5x
2' Kh
A ———— / —
-6 -5 4 -3 3
_1_
_2_
K¢
_3_

f) () =sin(x) + cos(x)

2_

6%\ Kg %
1 ) ] 1 1
T T 1 T )
-6 -5 <4\ - 1

_’I_

_2_

K

3 a) f(X)=%+’I+(—x+’I) f(x)=%—x+2

Schulbuchseite 81

O

Asymptote: y=-x+2
b) f)=-e*X+1+(-x+2)

f)=-eX-x+3

Asymptote: y=-x+3

4 a) f(x)=4x3+2x

b) f(x) =14x -1

c) f'(x)=5x*+ %x3 -x2+1
d) () =12x2+12x +1

5 a) fx=-3x2, f(D=-3
b) £ =-2; f()=-2

X3

() = 3 _9y. () = -1
c)f(x)—z‘/; 2x; f'(1) 5

d) F0=3xi-6x-2; F(=-2

6 a) FX)=18x-6
b) f®) =-2mn-sin(mt +2)

0 f’(x)=21—‘/;(3x—2)+3\/;

JrON X
d) f(x)—\/x+’l+2m

e) f'(t) =sin(®) + (t + Ncos(t)

’ _ 1
f) f(X)_W

7 a) £ = -5@x+ D4+ E@x+ )3

1(v) — _ 3x
b) fx) =V3x 2+2m

c) f(x) =cos(2x) - 2x-sin(2x)

d) &) =4sin( + (4x - 3)cosx)

e) f(x)=2e*x-Q2x+1-e*

f) ) =m-cosGrx)-eX+ sin(rx)-eX
= (qt- cos (tx) + sin(;tx)) - eX

Il Differenzialrechnung
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8 a) () =2-e2x f(x) =4-e2x

b) f(x) =3m-cos(mx + 2); f"(x) = -3n2sin(mx + 2)

c) () =1-e3%+x-3-e3x=(1+3x)-e3

f'(x) =3-e3*+ (1+3x)-3-e3%= (6 +9x)-e3*

d) 6D =ln2)-2%+3; f"( =n2)2-2x

e) f(u)=-3In(5)-5Y f'(x) =3ln(5)2-5u

f) () =1-cosx+1-e05*+sin(x +1)-0,5-e0>x

= (cos(x +1) + 0,5-sin(x + 1) - e05x

f"(x) = (-sin(x + 1) + 0,5- cos (x + 1)) - e05x
+(cos(x + 1) +0,5-sin(x +1)-0,5-e%5x
= (cos(x +1) - 0,75-sin(x + 1)) - e%>x

9 f(x) = e0sx+1

a) f'(x) =1 fir x=-2; Im Punkt P(-2]|1) hat der Graph
die Steigung 1.

b) f(x)=e fur x=0;

Im Punkt P(0|2e - 1) hat der Graph die Steigung e.

c) ) =2 fir x=21n2) - 2;

Im Punkt P(2 In(2) - 2]3) hat der Graph die Steigung 2.

10 a) Wahr; denn es gilt f'(x) > 0, fir -1=x="1; also

ist die Steigung des Graphen von f positiv.

b) Falsch. Fir 2 =x<2,5 ist f'(x) >0 und fir x=2,5 ist

die Ableitung gleich null. Also ist die Steigung des Gra-

phen von f zwischen 2 und 2,5 nicht-negativ.

c) Wahr. Es gilt f'(-2,5) = f'(-1,5) = f'(2,5) = 0. Damit ist

die Steigung des Graphen von f fiir x = -2,5; fir

x=-15 und fir x =25 gleich grofi.

d) Falsch. An diesen Stellen sind die Steigungen von f

gleich 0 und damit gleich grof3; nicht aber die Steigungen

von f.

e) Wabhr. Die Steigung von f ist im Intervall ]-1,5; 2,5[

Uberall positiv, daher ist auch die mittlere Steigung im

Intervall [-1; 2] positiv.

f) Weitere Aussagen Uber die Steigung des Graphen von

f sind denkbar:

- Die Steigung des Graphen von f ist an der Stelle -1,5
null.

- Die Steigung des Graphen von f ist an der Stelle 0 ca.
0,6.

Seite 82
(o]

1 a) f0=e*+x+2; f,00=2e3x+x+2
b) £,00 = eX+x+2;f,(x) =2e3x+x+2

(3] f1(x)=%+x+2,- fz(x)=%+x+2

12 a) Die Produktregel wurde nicht angewendet.
Richtig: f'(x) =2eX+ (2x - 8)eX=(2x - 6)e*

b) Die Kettenregel bei der Ableitung von sin (3x - 1)
wurde nicht angewendet.

Richtig: h'(x) = 2xsin(3x - 1) + 3x2cos(3x - 1)

c) Die Ableitung muss eine Potenz vierten Grades ent-
halten, da k(x) ein Polynom flinften Grades ist.

L34 Differenzialrechnung

13 Fir alle Teilaufgaben gilt: Die Funktion f ist das
Produkt zweier Funktionen g und h.

a) g0 =Vx; h(®=x+2

Dg=R,; Dp=R; D¢=R,

Die Nullstelle der Funktion g ist x,=0. Die Nullstelle der
Funktion hist x, =-2. Da x,€&D; ist x,=0 die Null-
stelle von f.

b) gx) =e*3; h(x) =Vx -2

Dg = [R; Dh = [2, 00[; Df = [2, 00[

Die Funktion g hat keine Nullstelle; die Nullstelle der
Funktion h ist x;=2. Alsoist x, =2 Nullstelle der
Funktion f.

€ g =Vx+3; h®=x2-9

Dg=[-3i o[; Dp=R; Ds=[-3; o[

Die Nullstelle der Funktion g ist x; = -3. Die Nullstellen
der Funktion h sind x;=-3; x,=3.

Also sind x;=-3 und x, =3 die Nullstellen der Funk-
tion f.

A(4) - A(0) _ 5536

14 a) —— =5 =1,384; also mittlere Anderungs-

rate 1,384

b) A'() = -0,003t2+ 0,2t +1, A'(6,5) = 217

€) 270 ™M =27 €M, -0,003t2 + 0.2t + 1= 27 fir
_-02+014
42= 0006

Zu den Zeitpunkten t;=10h und t, = 56h 40min ist die
Wachstumsgeschwindigkeit 270an12.

15 a) 2-10=-0 fur t=2h=1h12min. Nach 1h 12min
sinkt die Temperatur unter 0°C.
b) T'(t) = -1%; T'(20) = -0,03+

t27

¢ Tk = —1—3 ist fiir alle t negativ. Also ist die Steigung
des Graphen von T negativ, die Temperatur sinkt also
standig.

d) Tangente an den Graphen von T an der Stelle t = 24:
y = —41—8(t -24)-95= —%t -9 (lineare Abnahme).

Es gilt y=-10 fir t=48. Nach 48 Stunden wird die
Temperatur -10°C erreicht.

16 a) (X =3x2-1, (=2, fMD=0

y= FD&x =D + )

tty=2x-2

b) f'(x) = 2sin(2x); (%) = 2-sin(3); f(3) =-cos(3) =0

=t (2) (=340

ty=2x-%
b) () =01- x)e"‘,- (-1 =2¢;
f-N=-e

tty=2ex+te

17 f=e>*+e-x; fX)=-e*+e
f-N=el+e-(-1D=0; f(-1)=-e'+e=0
Tangente: y=f(-1)-(x - 1) +f(-1) =0



18 Fehler in der 1. Auflage des Schulbuchs:

In Teilaufgabe a) muss es zweimal e2* heilen.

Man kann sich an dem fiir die Produktregel typischen
Aufbau orientieren. Mégliche Funktionen:

a) f(x) = e2xe2x b) f(x) = 2xcos(x)

¢) f(x) =sin(mx)ex d) f(x) =x(x2+1)3

19 a) fx)=x3 f(x)=3x2

Die Gleichung f'(x) =m, d.h. 3x2=m istnur fir m=0
l6sbar. Somit gibt es nur fiir Geraden mit einer nichtne-
gativen Steigung eine parallele Tangente an den Graphen
von f.

Entsprechendes gilt fiir f mit f(x) = x>, da die 1. Ablei-
tung auch einen geraden Grad hat.

b) Verallgemeinerung: Ist f mit f(x) = x" eine Potenz-
funktion von ungeradem Grad n, dann haben Geraden
mit der Gleichung y = mx +b nur dann eine parallele
Tangente an den Graphen von f, wenn m =0 ist.

Seite 84 und 85
(o]

Schulbuchseiten 82-85
o

20 a) f)=(gk)2=gkx-g(x)

= (gk)-gx)
=g’ (x)-gk)+gXx)-g'x
=2-g'(x)-gx

b) n=3

f) = (g)3=gx-(gx)?

o) =g ()-(gk)2+g(x)-2-g'(x)-gx
=3-g'(x)-(gx)?)

n=4

f) = (g))*=gx-(gx)3

00 = g’ () (g00)* + g()-3-g' (%) - (gx)?)
=4-g'(0-(g)?

Die Vermutung liegt nahe, dass fiir beliebiges € IN* gilt:

Die Ableitung von f(x) = (g(x)" ist f'(x) = n-g'(x)-(g(x))"".

Priifungsvorbereitung

Die Losungen zur Priifungsvorbereitung finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

Il Differenzialrechnung L35
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Il Extremstellen und Wendestellen

Seite 88 und 89
(o]

o
Die Losungen zum Check-in finden Sie am Ende vom
Schulbuch.
1 Bedeutung der ersten Ableitung -
Monotonie
Seite 90
o

Einstiegsaufgabe

Nach ca. 23,5km wurde eine erste maximale Hohe von ca.
930m erreicht, dann ging es bergab bis zu einem tiefsten
Punkt nach etwa 27km mit einer Meereshohe von 790 m.

Die nachste hochste Stelle wurde nach 33km mit 957m
erreicht; sie war auch insgesamt der absolut héchste
Punkt. Die in diesem Diagramm tiefste Stelle wurde nach
ca. 39km erreicht mit etwa 785m Meereshohe.

Seite 91
o

o
1 a)
Intervall Graph der Ableitung f' Graph der Funktion f
x<-0,5 -~ verlauft unterhalb der .. fallt streng monoton
x-Achse
xe]-0,5 15[ verlauft oberhalb der | ... wéchst streng
x-Achse monoton
x€]1,5 35 | verlauft unterhalb der .. fallt streng monoton
x-Achse
.. verlauft oberhalb der | ... wéchst streng
x>35
x-Achse monoton
b)
Intervall Graph der Ableitung f’ Graph der Funktion f
K <2 .. verlauft oberhalb der | ... wachst streng
x-Achse monoton
xel-2;0[ | verlauft unterhalb der .. fallt streng monoton
x-Achse
xe]0; 3[ .. verlauft oberhalb der | ... wachst streng
x-Achse monoton
x>3 .. verlauft oberhalb der | ... wachst streng

x-Achse

monoton

c) Fir x <2 wachst die Funktion f streng monoton,
denn der Graph der Ableitung f' liegt tiber der x-Achse,
fir x > 2 fallt die Funktion f streng monoton, weil der
Graph der Ableitung " unter der x-Achse verlauft.

2 a) f'(x)

monoton wachsend.
b) f'(x) = -2x, damit ist die Funktion f auf R* streng mo-
noton fallend und auf R~ streng monoton wachsend.

c) Die Ableitung f'(x) = 3x2-3x =3x(x - 1) hatdie
Nullstellen x;=0 und x, =1; der Graph der Funktion ist
eine nach oben offene Parabel. Daher ist die Funktion f
fir x <0 und fir x>1 streng monoton wachsend und
im Bereich ]0; 1[ streng monoton fallend.

d) Die Ableitung f'(x) = x2 - 2x - 3 hat die Nullstellen

X, =-1 und x, =3, der Graph der Funktion ist eine nach
oben offene Parabel. Daher ist die Funktion f fir x < -1

L36

3 >0, damit ist die Funktion f auf R streng

Il Extremstellen und Wendestellen

und fir x >3 streng monoton wachsend und im Bereich
]-1; 3[ streng monoton fallend.

e) Die Ableitung f'(x) = e™* ist auf ganz R positiv, daher
ist die Funktion f auf ganz R streng monoton wachsend.
f) Die Ableitung f'(x) =1+ 2e 2% ist auf ganz R posi-
tiv, daher ist die Funktion f auf ganz R streng monoton
wachsend.

g) Die Ableitung f'(x) = cos(x) ist im Intervall ]0;%[

und im Intervall ]3%, 27[[ positiv, daher wéchst die

Funktion f in diesen Bereichen streng monoton. Im Inter-
vall ]% : %n[ hat die Kosinusfunktion negative Funktions-

werte, daher fallt die Funktion f in diesem Intervall.

h) Die Ableitung f'(x) = -sin(x) hat im Intervall [0; m]
negative Funktionswerte, daher fallt die Funktion f dort
streng monoton.

i) Die Ableitung f'(x) = -2 -2sin(2x) hat auf R ne-
gative Funktionswerte, daher fallt die Funktion f streng
monoton.

3 a) Die Ableitung f'(x) = %x2 +1 hat auf R nur posi-

tive Funktionswerte, folglich wéchst die Funktion f auf R
streng monoton.

b) Die Ableitung f'(x) = 2 + cos(x) hat auf R nur posi-
tive Funktionswerte, folglich wachst die Funktion f auf R
streng monoton.

c) Die Ableitung f'(x) =1+ e* hat auf R nur positive
Funktionswerte, folglich wéachst die Funktion f auf R
streng monoton.

4 a) f'(x) = -2 hat auf R iberall den Wert -2, ist also
negativ; folglich fallt die Funktion f auf R streng monoton.

b) f'(x) = —% hat auf dem angegebenen Intervall I nur

negative Werte, folglich ist die Funktion f auf I streng mo-
noton fallend.

o f'(x)= —% hat auf dem angegebenen Intervall [ nur

negative Werte, folglich ist die Funktion f auf I streng mo-
noton fallend.

Seite 92
o

5 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

6 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

7 a) f'(x) =4+ 2x hatdie Nullstelle x=-2.Fir x<-2
ist f'(x) <0, daher ist f fir x < -2, also im Intervall
]-o0; -2[, streng monoton fallend. Fiir x > -2 ist

f(x) > 0, daher ist f fiir x > -2, also im Intervall ]-2; oo],
streng monoton wachsend.

b) f'(x) =3x2-6x =3x(x - 2) hatdie Nullstellen x,=0
und x, =2

Fir x <0, also im Intervall ]-oo; O], und fiir x > 2, also
im Intervall ]2; o], ist f'(x) > 0, daher ist f dort streng
monoton wachsend. Im Intervall ]0; 2[ ist f'(x) <0,
daher ist f dort streng monoton fallend.



c) f'(x)=1,5+cos(x) >0 fir alle reellen Werte von x.
Daher ist f auf R streng monoton wachsend.

d) f'(x) = (x +1)-e* hat eine Nullstelle bei x = -1. Fur

x < -1 ist (x +1) negativ. Da e*> 0 ist fur alle reellen
Werte von x, sind in diesem Bereich auch die Werte der
Ableitungsfunktion negativ, also ist f im Intervall |- o0; -1[
streng monoton fallend. Fiir x > -1 sind beide Faktoren
positiv und damit auch die Werte der Ableitung. Die
Funktion f ist fiir x > -1, also im Intervall ]-1; o[, streng
monoton wachsend.

e) f'(x) = (x + 6)-e* hat eine Nullstelle bei x = -6. Fir

X < -6 ist (x + 6) negativ. Da e ist fiir alle reellen Werte
von x grofder null ist, sind in diesem Bereich auch die
Werte der Ableitungsfunktion negativ, f ist somit im
Intervall ]-co; -6[ streng monoton fallend. Fir x > -6
sind beide Faktoren positiv und damit auch die Werte der
Ableitung. Die Funktion f ist fiir x > -6, also im Intervall
]-6; [, streng monoton wachsend.

f) f(x)= L ist firalle xe R, positiv. Daher ist f auf R,

X2
streng monoton wachsend.

8 Aussage A: Eine lineare Funktion hat eine konstante
Funktion als Ableitung. Diese hat keine Nullstellen, daher
ist die Ableitung entweder nur positiv oder nur negativ.
Daher hat die Funktion f immer dasselbe Monotonie-
verhalten in diesem Bereich.

Aussage B: Die Ableitung einer quadratischen Funktion
ist linear. Diese hat auch immer eine Nullstelle, an der
sich das Vorzeichen dndert. Die Nullstelle begrenzt die
beiden Monotonie-Intervalle.

Aussage C. Beim Verschieben des Graphen in negativer
y-Richtung wird zum zugehdorigen Funktionsterm eine
konstante Zahl addiert. Diese Zahl fallt beim Ableiten
weg. Damit hat die Funktion des verschobenen Graphen
dasselbe Monotonieverhalten, wie die Funktion f selbst.

9 a) Gegenbeispiel: f(x) =x2+ 4x; f hat die Ableitung
f'mit f'(x) = 2x + 4. Die Ableitung f' ist Uberall streng
monoton wachsend und hat die Nullstelle x = -2. Dort
wechselt die Ableitung f' das Vorzeichen von - nach +.
Somit hat die Funktion f einen monoton fallenden Be-
reich ]-oo; -2[ und einen monoton wachsenden Bereich
]2; oo[. Die Aussage ist also falsch.

b) Gegenbeispiel: f(x) = x3; fist auf R streng monoton
wachsend. Ihr Ableitungsfunktion " hat den Funktions-
term f'(x) = 3x% der Graph der Ableitung ist eine
gestreckte Parabel, die bis zum Scheitelpunkt in x =0
streng fallt und anschlieflend streng monoton wachst.

10 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

1M f(x)=x*- %x3 =x3- (x - %) Der Graph der Ableitung

verlauft vom Il. zum |. Quadranten (liber den IV. Qua-
dranten. Was erst bei einer sehr starken feinen Einteilung
der x-Achse sichtbar ist.).

Im Ursprung 0(0]0) befindet sich eine dreifache Null-
stelle, d.h. der Graph hat einen Vorzeichenwechsel von +

nach -.Da bei x = % auch eine Nullstelle mit Vorzeichen-

wechsel liegt, hat die Ableitung nur im Bereich ]0; %[
negative Werte. Dies hat zur Folge, dass der Graph der

Schulbuchseiten 92-94

(o}
Funktion f im Intervall ]O; %[ streng monoton fallt.
Hinweis: Dies kann man jedoch mit blofSem Auge nicht
sehen.
12 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.
2 Bedeutung der zweiten Ableitung -

Kriimmung
Seite 93

o} o

Einstiegsaufgabe

Hier gibt es individuelle Losungen.

Die Beschreibung sollte beinhalten, dass beide Umsatz-
kurven monoton wachsend sind. Die Umsatzkurve der
Region A ist eine Rechtskurve, die Umsatzsteigerung
nimmt ab; die Kurve der Region B ist eine Linkskurve, die
Umsatzsteigerung nimmt zu. Man kann auf dieser Basis
fiir Region A ein schwacheres und fiir Region B ein star-
keres Umsatzwachstum als bisher vorhersagen.

Seite 94
(o]

1 a) fx)=-2x+2; f"(x)=-2<0.

Der Graph der Funktion f ist auf R rechtsgekrimmt.

b) f(x)=-3x2+6x; f"(X)=-6x+6

Fur x>1 ist f"(x) <0, d.h.in diesem Bereich ist der
Graph der Funktion f rechtsgekrimmt.

Fur x <1 ist f"(x) >0, d.h. in diesem Bereich ist der
Graph der Funktion f linksgekrimmt.

c) f'(x)= %xg' - 4x; f"(x) = 4x2 - 4 hat die Nullstellen
Xq=+1 und x,=-1.

Im Intervall ]-1; 1[ ist f"(x) < 0, der Graph der Funktion f
ist in diesem Bereich rechtsgekrimmt; auBerhalb dieses
Intervalls ist der Graph linksgekriimmt.

d) f'(x) = e f"(x) = e* ist auf ganz R positiv. Der Graph
der Funktion f ist nur linksgekrimmt.

e) f(t)=-3-2-t)2-6t; f"(t)=6-(2-t)-6=6-6t
hat die Nullstelle t=1.

Fur t<1 ist f'(t) > 0, d.h. in diesem Bereich ist der
Graph der Funktion f linksgekrimmt.

Fur t>1 ist f'(t) <0, d.h.in diesem Bereich ist der
Graph der Funktion f rechtsgekrimmt.

f) F(t)=12-Bt-6)3+3; f'(t)=108-(3t - 6)2> 0 fir
alle teR\{2}. Der Graph der Funktion f ist in beiden In-
tervallen ]-oo; 2[ und ]2; o[ linksgekrimmt.

2 a) f(x)=2+eX f"(x) =e*>0.
Der Graph der Funktion f ist auf R linksgekrimmt.
b) f'(x) =2x+e™ y

Die zweite Ableitung 2 =
f'(x)=2 - e‘.x hat eine ; /
Nullstelle bei x, = - ln(2). _ln(z/ I
Der Graph der zweiten 7o —t——
Ableitung f” liegt unter- 7 T 2314
halb der ,rechtsseitigen” Asymptote y = 2.

Fur x <-In(2) ist f"(x) <0, d.h. der Graph der Funktion f
ist in diesem Bereich rechtsgekriimmt.

Fir x> -In(2) ist f"(x) > 0, d.h. der Graph der Funktion f
ist in diesem Bereich linksgekrimmt.
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c) f(t)=2-2e2t f'(t) = -4e2t< 0 firalle reR.

Der Graph der Funktion f ist Gberall rechtsgekriimmt.

d) f'(x)=-2e"2x+2x; f"(x) =4e"2x+2>0 firalle reR.
Der Graph der Funktion f ist tberall linksgekrimmt.

e) f(x)=6x+3e73x y
f"(x) = 6 - 9e73% hat eine
Nullstelle bei

-1in(2) = 0135.

Der Graph der zweiten
Ableitung f” liegt unter-
halb der ,rechtsseitigen”
Asymptote y = 6.

Fir x <0135 ist f'(x) <0, d.h.der Graph der Funktion f
ist in diesem Bereich rechtsgekrimmt.

Fir x> 0,135 ist f'(x) >0, d.h.der Graph der Funktion f
ist in diesem Bereich linksgekrimmt.
f) fi)=t+ey y
Der Graph der zweiten
Ableitung f'(t)=1-e’t = !
hat eine Nullstelle bei ' N T
t=0. -1 12 3 4
Der Graph der zweiten T
Ableitung f” liegt unterhalb der rechtsseitigen Asymptote
y="1.

Fir t<0 ist f'(t) <0, d.h.der Graph der Funktion f in
diesem Bereich rechtsgekrimmt.

Fir t>0 ist f'(t) > 0, d.h. der Graph der Funktion f in
diesem Bereich linksgekrimmt.

w
.
(%]

-

3 a) Die Ableitung f(x) = -sin(x); f"(x) = -cos(x) hat
3

die Nullstellen x, =7 und x, = 5"

Im Intervall ]O; %[ ist f"(x) <0, somit ist der Graph der
Funktion f rechtsgekrimmt.

Im Intervall ]%, STH[ ist f"(x) > 0, somit ist der Graph der
Funktion f linksgekrimmt.

Im Intervall ]37” 2n[ ist f'(x) <0, somit ist der Graph
der Funktion f rechtsgekriimmt.

b) f'(x) = 2cos(2x); f"(x) = -4sin(2x) hat die Periode .
Im Intervall ]O;%[ ist f'(x) <0, somit ist der Graph der
Funktion f rechtsgekrimmt.

Im Intervall ]g, Tr[ ist f"(x) > 0, somit ist der Graph der
Funktion f linksgekrimmt.

Im Intervall ]n 13771[ ist f"(x) <0, somit ist der Graph
der Funktion f rechtsgekrimmt.

Im Intervall ]37” 2n[ ist f'(x) > 0, somit ist der Graph
der Funktion f linksgekrimmt.

) f(x)=-Fsin(3x) +2;
£(x) = -2 cos (3x) hat
die Periode 4.

Im Intervall ]-2; -1[ ist
f"(x) > 0, d.h. der Graph

y
2
1 1 X
AR x%/ X
der Funktion f ist dort
linksgekrimmt.

Im Intervall ]-1;1[ ist f"(x) <0, folglich ist der Graph
der Funktion f dort rechtsgekrimmt.

Im Intervall 11; 2[ ist f'(x) > 0, folglich ist der Graph
Funktion f dort linksgekrimmt.

y=1"(x)
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d) f'(x) = cos(x - 1) +1; f"(x) = -sin(x - 1) hat die Periode
27 Im Intervall ]0; 1 ist f”> 0, somit ist der Graph von

f dort linksgekrimmt. Im Intervall ]1; 2[ ist f” <0, somit
ist der Graph von f dort rechtsgekriimmt.

y
154

y="(x)

1 1 1 1 1
T T T T
—05 © 05 1 152

4 a) siehe Skizze unten

b) Fir x <-2 ist der Graph der Funktion f rechtsge-
krimmt. In diesem Bereich fallt der Graph der Ableitung
' streng monoton, es gilt daher f"(x) < 0.

Im Intervall ]-2; 2[ ist der Graph der Funktion f linksge-
kriimmt. In diesem Bereich wachst der Graph der Ablei-
tung f’ streng monoton, es gilt also "(x) > 0.

Fir x > 2 ist der Graph der Funktion f rechtsgekrimmt.
Der Graph der Ableitung f' fallt in diesem Bereich streng
monoton, damit ist f"(x) < 0.

y=f(x) y
2T y=f(
1__
X
F— F—t—tt——
-6 5 -4 -2 - 12 -3 \4 6
_1__
_2__
Seite 95
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5 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

6 Der Graph der Funktion f
ist fir x <1 linksgekrimmt,
es gilt also f"(x) > 0; der
Graph der Ableitung f'
wachst daher in diesem Be-
reich streng monoton.

Der Graph der Funktion f ist im Intervall ]1; 3[ rechts-
gekrimmt, es gilt also f"(x) < 0; der Graph der Ableitung
f'ist daher in diesem Bereich streng monoton fallend.
Fir x >3 ist der Graph der Funktion f linksgekriimmt,
der Graph der Ableitung ' wéachst in diesem Bereich
streng monoton.

7 Funktion f:

Erste Ableitung f"
Zweite Ableitung "

f(x)=%x3+tx2+x+’l

f'(x) = %xz +2tx +1
f'(x) = x + 2t



Rechtskrimmung im Intervall ]-oo; 2] ist, wenn ”(x) < 0.
Der hochste Wert, den x in diesem Intervall annehmen

kann, ist x = 2. Die Bedingung ist daher erfillt, wenn
2

2+2t<0 gilt, alsowenn t<-5=-1
f(x) = %x3 -x2+x +1istim Intervall ]-; 2] rechts-

gekrimmt.

8 Aussage A: Der Graph der Ableitung f’ liegt in Intervall
]-2; O[ unter der x-Achse, die Ableitung " hat dort nega-
tive Werte. Die Aussage A ist richtig.

Aussage B: Der Graph der Ableitung " wachst im Intervall
]-2; 0[ streng monoton, die 2. Ableitung f” hat daher
positive Funktionswerte. Die Aussage B ist richtig.
Aussage C: Der Graph der Ableitung ist im Intervall ]0; 2[
streng monoton fallend, die 2. Ableitung f” hat somit ne-
gative Funktionswerte. Die Aussage C ist richtig.

Aussage D: Der Graph der Ableitung f' liegt in Intervall
[-2; 2] unter der x-Achse, hat jedoch einen gemeinsamen
Punkt mit der x-Achse. Daher gilt '(x) = 0. Daher fallt
der Graph der Funktion f in diesem Bereich monoton und
nicht streng monoton. Die Aussage ist richtig.

9 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

10 Der Graph B ist der Graph der Funktion f, der Graph A
ist der Graph der zweiten Ableitung f".

Aist im Intervall ]-5; -1,5[ positiy, in diesem Bereich ist
der Graph B linksgekriimmt.

Aist im Intervall ]-1,5; 1,4[ negativ, in diesem Bereich ist
der Graph B rechtsgekriimmt.

Alist fur x > 1,4 positiv, in diesem Bereich ist der Graph

B linksgekrimmt.

11 a) Esist g'(x) = f'(x). Somit haben die Ableitungen
von f und g dasselbe Monotonieverhalten und damit ha-
ben f und g auch dasselbe Krimmungsverhalten. Also ist
auf die Funktion g auf dem Intervall rechtsgekriimmt.

b) Esist g'(x) =1+ 2f(2x). Der Graph der ersten Ablei-
tung g’ entsteht aus dem Graphen der ersten Ableitung
' indem dieser um eine Einheit nach oben verschoben,
mit dem Faktor 2 in y-Richtung und mit dem Faktor 0,5
in x-Richtung verschoben wird. Durch Verschieben bleibt
zwar das Monotonieverhalten bestehen, die Grenzen
der Monotonie-Intervalle werden aber durch die Ver-
schiebung in x-Richtung verdndert (vgl. Beispiel unten).
Damit kann keine Aussage dariiber getroffen werden, ob
der Graph der Funktion g im gleichen Intervall rechts-
gekriimmt ist, in dem auch f rechtsgekrimmt ist.
Beispiel: Polynomfunktion

f(x) =x3-3x2+1 2+Y
g(x)
=x+(2x)3-3-2x)2+1

Graph [ Graph
vong —[von f

=8x3-12x2+x +1
fist fir x <1 rechts-
gekriimmt; g ist aber in
diesem Intervall sowohl
linksgekrimmt als auch
rechtsgekriimmt.
Beispiel: trigonometrische Funktion

Auch sin(x) und x +sin(2x) sind mogliche Beispiele.

Schulbuchseiten 95-97
o

c) g'(x)=2x+f'(x). Die Funktion f'ist in dem gegebenen
Intervall monoton fallend. Da bei g’ ein monoton wach-
sender Summand dazu kommt, kann man nicht sicher
sagen, ob die Ableitungsfunktion g’ monoton fallend ist.
Also kann man keine Aussage Uber die Krimmung in die-
sem Intervall machen.

12 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

3 Extrempunkte eines Funktionsgraphen

Seite 96
o

Einstiegsaufgabe

Ab Position 1 fallt die Achterbahn, es geht sehr steil
bergabwarts. Der Wagen wird beschleunigt. Ab Position
2 steigt die Achterbahn, es geht steil bergauf, der Wagen
wird langsamer. Diese Verlangsamung hélt an, bis Posi-
tion 3 erreicht ist.

Ab Position 3 fallt die Strecke wieder, jedoch weniger
steil, der Wagen wieder schneller bis Position 4. Zwischen
Position 4 und 5 steigt die Bahn nochmal steil an, der
Wagen fahrt bergauf, er wird wieder langsamer.

Ab Position 5 féllt die Achterbahn, der Wagen fahrt steil
bergab.

Ab Position 6 ist keine Steigung mehr vorhanden.

Seite 97
(o]

1 Es gibt drei lokale Maxima:

f(0) =5, f(5) =3 und f(10) = 4.

Das globale Maximum ist 5 an der Stelle 0.

Es gibt zwei lokale Minima: f(2) =1 und f(8) = 0.
Das globale Minimum ist 0 an der Stelle 8.

2 a) Globale Maxima 0

sind an den Stellen -2 f
und 2. -3
Ein globales Minimum -4

ist an der Stelle 0.

b) Ein globales Maximum y
8 7+
ist an der Stelle -2; ein oL
lokales Maximum 0 ist an
der Stelle 2. 5+
Ein globales Minimum -1 4l
ist an der Stelle 1. f
3__
2__
1 1 1 1 ] X
3 2 1N 1 /4
_1__
c) Globale Maxima 1 sind y
an den Stellen -2, 0
und 2. |

. \ ! 1/\ : f/ }
Globale Minima -1 sind 3 -9 Mf_— \1/ 2

an den Stellen -1 und 1.
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d) Ein globales Maximum y
1-e2=0,865 ist an der 1+
Stelle _2. [l 1 | l ] £
Ein globales Minimum 39 10N\ 1,
1-e2=-6,389 istan der -1
Stelle 2. ol
_3—— f
_4__
_5__
_6__
3 Individuelle Lésungen, z.B.:
a) 217 flx)=x-x
1 L oax
! 9(x) = 1+x*
1 1 Ix
1 2 3 4

9(x) =2-¢os (x)

o)

| f(x)=(x+4)(x+2)
x(x—=2)(x-4)
| | X
1 3\ 4+ ¢
_60__
9.(x) = = (x + 3)?
x(x - 3)?
—100+
120+

L40

Extremstellen und Wendestellen

4 a) Punkte, die man ablesen kann:

Tiefpunkt T(-2,51-1,7); Hochpunkt H(-1[1,2); Tiefpunkt
T(2]-2.2);

Schnittpunkte mit der x-Achse sind: N,(-1,7]0); N,(0]0)
und N5(3,310); N,(0]0) ist auch Schnittpunkt mit der
y-Achse.

b) Punkte, die man ablesen kann: Hochpunkt H(-2[1);
Tiefpunkt T(0|-1); Hochpunkt H(2]1);

Schnittpunkte mit der x-Achse: N,(-310); N,(-1]|0);
N5(110) und N,(1]0);

Schnittpunkt mit der y-Achse: S, (0]-1).

¢) Punkte, die man ablesen kann: Hochpunkt H(0]4);
Tiefpunkt T(2]0); H(0]4) ist auch Schnittpunkt mit der
y-Achse. Links nahert sich die Funktion immer mehr der
x-Achse an.

Seite 98
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5 a) Der Graph kommt von unten und steigt bis zum
Hochpunkt H(0|0), féllt danach bis zu einem Tiefpunkt
T(2]-1) und steigt danach (immer weniger). Er ndhert
sich von unten der x-Achse an.

b) Der Graph hat keine Extrempunkte. Er ist wellenartig
ansteigend und fallt nirgends. Zwischen x=-4 und
etwa x = -2 verlauft er wenig steigend, fast waagerecht
bei x = -3. Zwischen x=-1 und x =1 hat der Graph
eine Steigung von etwa 1. Danach steigt er etwas weni-
ger steil an. Zwischen x =2 und x =4 ist die Steigung
fast waagerecht, besonders im Punkt x = 3. Danach
steigt er wieder steiler an (bis etwa auf die Steigung 1)
und flacht dann wieder ab etwa bis x = 8.

Der Verlauf wiederholt sich (und geht vermutlich immer
so weiter).

6 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

7 Individuelle Lésungen, y
z.B.:
f
2) £ =1-x2 N
-3 -2 f1 9\ 2
_1__
_2__
_3__
_4__

b) f(x) = (x> - 1)?




c) f(x)=4+ex

T T T T T T
-8 -6 -4 -2

8 a) Der Graph der Funktion f ist eine Parabel mit
Scheitel S(2]1).

Bei x =2 ist das globales Minimum 1. An den Réndern
ist ein globales Maximum f(0) =5 und ein lokales Maxi-
mum f(3) = 2.

b) Die Funktion f ist linear und streng monoton fallend.
Daher gibt es ein globales Maximum f(5) = -0,5 und ein
globales Minimum f(10) = -3.

) Die Funktion f hat ein globales Minimum f(%) =-1

und ein globales Maximum f(%”) =1. Am linken Rand

ist ein lokales Maximum f(0) = 0.

d) Die Funktion f ist streng monoton wachsend. Sie hat
ein globales Minimum f(0) = -2 und ein globales Maxi-
mum f(ln(4)) = -0,5.

9 a) fx)=x(x+1N(kx-2)

hat die Nullstellen f 0 f }
X =-1%=0und x3=2. 2 1_1 1 3
Der Graph der Funktion y=fX)
verlauft vom IIl. zum 11, -2

dann zum IV. und von

dort aus zum |. Quadranten.

Im Intervall [-1; 0] liegt ein lokales Maximum; im Inter-
vall [0; 2] ein lokales Minimum.

b) f(x) = x(x - 1)2(3 - x) y

hat eine einfach Nullstel-
le bei x;=0 und bei

X, =3. Bei x3=1 liegt L —
eine doppelte Nullstelle. %— 12 A 45
Der Graph verlauft vom

[ll. zum I. Quadranten und von da aus zum IV. Quadran-
ten. Im Intervall [0; 1] liegt ein lokales Maximum und im
Intervall [1; 3] ein lokales Maximum, (1) = 0 ist lokales
Minimum.

c) f(x)=x*-3x3+2x2 y

f(x) = x2(x2-3x +2) hat y =112
eine doppelte Nullstelle ’
bei x,=0, sowie zwei "
weitere bei x,=1 und —t+—r—% f
. 2 19 NA 3

bei x, =2. Der Graph
verlduft vom Il. zum |. Quadranten und von da aus zum
IV. und wieder zum I. Quadranten. Damit liegt im Ur-
sprung ein lokales Minimum, im Intervall [0; 1] liegt ein
lokales Maximum und im Intervall [1; 2] ein globales
Minimum.

10 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

Schulbuchseiten 98-101

11 a) Fir x - o geht y

f(x) = oo. 2+ y=fx

Fir x — - geht [T 1171 $ | / X
f(x) = 0. 53— % 1A

Bei x, =2 hat die Funk- -

tion f eine Nullstelle und

fir x <2 sind die Funktionswerte negativ. Da sich der
Graph links gegen die x-Achse nahert, muss er links von
der Nullstelle einen Tiefpunkt haben.

b) Flir x — oo geht

f()() —> oo, y = f(x)
Fir x = - geht

f(x) — 0. L
Bei x, =2 hat die Funk- — :1 0_|_ 1: é
tion f eine doppelte R N

Nullstelle; die Funktionswerte sind tberall positiv. Damit
hat der Graph einen Tiefpunkt bei T(2]0). Da der Graph
links des Tiefpunktes T sich wieder der x-Achse (von
oben) annahert; wird es im Bereich x <2 noch einen

Hochpunkt geben.

c) Fir x > c geht y

f(x) = oo. 107y o0
Fir x — -0 geht 5

f(x) — 0. L
Bei x;=2 undbei x,=0 AN RARAC RN

hat die Funktion f je eine
doppelte Nullstelle; die Funktionswerte sind tiberall posi-
tiv. Somit hat der Graph der Funktion f die Tiefpunkte
T,(010) und T,(2]0). Zwischen den beiden Tiefpunkten
befindet sich ein Hochpunkt. Da der Graph links des Tief-
punktes T, sich wieder der x-Achse annahert; wird es im
Bereich x <0 noch einen Hochpunkt geben.

12 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

4 Berechnung lokaler Extremstellen

Seite 99
o o
Einstiegsaufgabe
Abbildung A zeigt den Graphen der Ableitung des Gra-
phen aus Abbildung B. Denn bei x =1 wechselt der
Graph in A das Vorzeichen von positiv auf negativ und
der Graph in B das Monotonieverhalten von wachsend
auf fallend.
Abbildung C zeigt den Graphen der Ableitung des Gra-
phen aus Abbildung D.

Seite 101
o o

1 a) f(x) = —%x3 +6x-1 f'(x)= —%XZ +6; f'(x) = -3x
notwendige Bedingung: f(x)=0
pe6-0 1)
x? -4 =0 hatdie Losungen x,=+2 und x,=-2.
hinreichende Bedingung:
f7(2) = -6, also ist hier ein Hochpunkt.
y-Koordinate berechnen: f(2) = 7.
Der Hochpunkt ist H(2]7).
f"(-2) = 6, also ist hier ein Tiefpunkt.
y-Koordinate berechnen: f(-2)=-9
Der Tiefpunkt ist T(-2]-9).
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b) f(x) = x4 —fx2 f(x)=x3-x f'(x)=3x2-1
notwendlge Bedingung: f'(x) =

x3-x=0
x(x2-1) =0 hat die Lésungen x,=+1; x,=-1 und
X3 = O.

hinreichende Bedingung:
"(0) = -1, f(0) = 0. Der Hochpunkt ist H(0]0).
F)=2 F(1)=2 f()= -7, f(-1)=-7.
Tiefpunkte sind T1< ‘ 1) und T2( 1| —7>
o) f(x)= _ZX4 + %x3 +x% f'(x) = -x3+x2+2x;
f'(x) = -3x%2+2x + 2
notwendige Bedingung: f(x)=0
-x3+x2+2x=0|
-x(x2-x-2)=0 hatdie Lésungen x,=0; x,=-1 und
X3=2.
hinreichende Bedingung:
f'(-10)=-3. f(-1) = 12 (—1‘%) ist ein Hochpunkt.
f7(0) =2, f(0)=0. T(0|0) ist ein Tiefpunkt.
f'(2)=-6, f(2)=3. H (2| %) ist ein Hochpunkt.
d) f(x) =3x4+4x3 f(x) =12x3+12x2% "(x) = 36 x2 + 24x
notwendige Bedingung: f'(x) =

12x3+12x2=0

12x2(x + 1) = 0 hat die beiden

Losungen x;=0 und x,=-1.
hinreichende Bedingung:
7(0) = 0, keine Aussage moglich, doppelte Nullstelle von
f, kein Vorzeichenwechsel, also Sattelpunkt im Ursprung.
/(-1 =12, f(-1) =-1. T(-1]-1) ist ein Tiefpunkt.
e) fX)=-(x2-1)% F(x)=-4x(x2-1)=-4x3+4x;
f(x) = -12x2 + 4

notwendige Bedingung: f'(x) =
-4x(x2-1) =0 hat die Losungen x,=+1, x,=-1 und
X3 = 0.

hinreichende Bedingung:
f'(1)=-8, f"(-1)=-8. f(1)=0, f(-1) =
H, (1] O) und H,(-1]0) sind Hochpunkte.
7(0) = 4, f(0)=-1. T(O|-1) istein Tiefpunkt
) f(x) 4x(x2 -12) = 4x3 -3x; f’(x) = 7x2 -3; f"(x) = %x
notwendige Bedingung: f(x) =
3x2-3-0 |3
x2-4=0 hatdie Loésungen x,=+2 und x,=-2.
hinreichende Bedingung:
f'(-2) = —3, f(-2) = 4. H(-2]4) ist ein Hochpunkt.
7(2) =3, f(2) = -4. T(2|-4) ist ein Tiefpunkt.

g) f(x) (x2 -N(x2-3)=x4-4x2+3; f(x)=4x3-8x;
f(x) =12x2 -8
notwendige Bedingung: f(x)=0

4x3-8x=0
4x(x2-2) =0 hatdie Lésungen x;=+V2; x,=-V2 und
X3 =0.

hinreichende Bedingung:

7(0) = -8, f(0)=0. H(0]0) ist ein Hochpunkt.

' (V2) =16, £'(-V2) = 16. £(¥2) = -1, f(-V2) = -1.
T, (\/EI —1) und T, (—\/fl —1) sind Tiefpunkte.

h) f(x)=x- %ezx -1 F(x) =1-e2% f'(x) = -2e2
notwendige Bedingung: f'(x) = 0

1-e2x=0

e2* =1 hat die Lésung x, = 0.

L42 11l Extremstellen und Wendestellen

hinreichende Bedingung:

7(0) = -2, f(0) = —%. H (O‘ —%) ist ein Hochpunkt.
i) f(x)=3x+e™ f'(x)=3-e% f'(x)=e™*
notwendige Bedingung: f'(x) =

3-e*=0

e =3 hat die Losung x, = -n(3).

hinreichende Bedingung

#(-In@3) =3, f(n(3))=-3 n(3) +3~-0,3.
T(-ln(3)]-0,3) ist ein Tiefpunkt.

2 a) f(x)=%x3-4x—’l,- y
f(x)=x2-4 \ 27 f /
Die Nullstellen der Ablei- . [T N
tung sind x, =+2 und 3 Y

Xy =-2.

Bei x,=-2 &ndert der
Graph der Ableitung f' 4
das Vorzeichen von +

nach -, hier hat der Graph der Funktion f einen Hoch-
punkt.

Bei x,=2 &ndert der Graph der Ableitung f’ das Vor-
zeichen von - nach +, hier hat der Graph der Funktion f
einen Tiefpunkt.

b) f(x)=2x3—%x"+%x2: y
f'(x) = 6x% - 3x3 + 9x 247 ¢
Nullstellen von f" 16-

-3x(x2-2x-3)=0 hat 8

die Ldsungen x, = 0; 8:

X, =-1 und x5 = 3. oy +3
Der Graph der Ableitung -1 2 4
verlduft vom Il. Quadran- Rl

ten Gber den Ill. und I. —16

zum IV. Quadranten; alle

Nullstellen sind einfache Nullstellen, es gibt also an die-
sen Stellen einen Vorzeichenwechsel.

Bei x,=-1 &andert der Graph der Ableitung f' das Vor-
zeichen von + nach -, hier hat der Graph der Funktion f
einen Hochpunkt.

Bei x, =0 &ndert der Graph der Ableitung f das Vorzei-
chen von - nach +, hier liegt ein Tiefpunkt.

Bei x5 =3 &ndert der Graph der Ableitung ' das Vor-
zeichen von + nach -, hier hat der Graph der Funktion f
einen Hochpunkt.
<) f(x)=x3+%x4—3; y
£(x) = 3x2+ X3 4 y =1
Nullstellen von f" m

x2(3 +x) = 0 hat die 171 X
Lésungen x,=-3 und 7[3 A 0| 112
X, = 0.

Der Graph der Ableitung f’ verlauft vom Ill. Gber den II.
zum |. Quadranten. Bei x, = -3 hat die Ableitung f' eine
einfache und bei x, =0 ein doppelte Nullstelle.

Bei x,=-3 wechselt der Graph der Ableitung f' das Vor-
zeichen von - nach +, hier hat der Graph der Funktion f
einen Tiefpunkt.

Bei x, =0 wechselt der Graph der Ableitung f das Vor-
zeichen nicht (+ — +), hier hat der Graph der Funktion f
einem Sattelpunkt.



d) f(x) =x(2x -3)?
=x(4x2-12x+9) 4
= 4x3 - 12x2 + 9x

f(x)=12x2-24x+9 4

Nullstellen von f f

4x2-8x+3=0 hatdie 1

Lésungen x, =05 und s

X, =15.

Der Graph der Ableitung f" ist eine nach oben offen Para-

bel, die die x-Achse bei x,=0,5 und x, =15 schneidet.

Bei x,=10,5 wechselt der Graph der Ableitung f' das Vor-

zeichen von + nach -, hier hat der Graph der Funktion f

einen Tiefpunkt.

Bei x, =15 wechselt der Graph der Ableitung f das Vor-

zeichen von - nach +, hier hat der Graph der Funktion f

einen Hochpunkt

e) f(x) = 5x5 + ;x“ -1

fi(x) = x*+2x3 2

Nullstellen von f": | |

x3(x +2) =0 hatdie

Lésungen x;=0 und

=-2

Der Graph der Ableitung " verlauft vom II. Gber den Il

zum |. Quadranten. Er hat an der Stelle x,=0 einen

Sattelpunkt und an der Stelle x, =-2 eine einfache Null-

stelle.

Bei x,=-2 &andert der Graph der Ableitung f’ das Vor-

zeichen von + nach -, hier hat der Graph der Funktion f

einen Hochpunkt.

Bei x, =0 &ndert der Graph der Ableitung f das Vor-

zeichen von - nach +, hier hat der Graph der Funktion f

einen Tiefpunkt.

y=f()

f) f(x)=x-e* y

f(x)=(1-x)ex 1

Nullstellen von f" 5 |

(1-x)e* =0 hat die ein- ] y=feo L
zige Losunge x =1. Der 0 t—t——
Graph der Ableitung f' 234

kommt von oben, schneidet die x-Achse und nahert sich
dann der positiven x-Achse von unten an, die Asymptote
ist. Bei x =1 &andert der Graph der Ableitung f' das Vor-
zeichen von + nach -, hier der Graph der Funktion f einen
Hochpunkt.

3 a) fx)=2-2x; f"(x)=-

Nullstellen von f: x =1; f'(1) = -2 < 0; also liegt bei

x =1 ein lokales Maximum vor.

b) f'(x) = 6x2-6; f"(x) =12x

Nullstellen von f: x;, = +1; f'(1) =12 >0;

f'(-1) = -12 < 0; also liegt bei x,=1 ein lokales Mini-
mum vor und bei x, = -1 ein lokales Maximum.

c) f'(x)=6x2-4x3=2x2(3-2x); f"(x) =12x - 12x2
Nullstellen von f: x,=0 (doppelt); x, =1,5; f'(0) = 0;
VZW-Kriterium: f'(- ) 10>0 und f'(1)=2>0; also
kein VZW, d.h. kein lokales Extremum bei x, = 0.

f'(1,5) = -9 < 0; also liegt bei x,=1,5 ein lokales Maxi-
mum vor.

d) f(x)=x*-2x2; f'(x)=4x3-4x; f"(x)=12x2 -4
Nullstellen von f: x;=0; x,3=1; f'(0)=-4<0;
f(+1) =8> 0

Es liegt ein lokales Maximum bei x, = 0, sowie zwei loka-
le Minima bei x,3=*1 vor.

Schulbuchseiten 101-102
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e) fl)=t3-t% f(t)=3t2-4t3 f'(t) = 6t-12t2

Nullstellen von f: t, =0 (doppelt); t, = %; "(0) = 0;

VZW-Kriterium: f'(-1)=7>0 und f (%) = % > 0; also kein

VZW, d.h. kein lokales Extremum bei t,=0. (%) = % > 0;

also liegt bei t, =1 ein lokales Minimum vor.

f) mit Produkt und Kettenregel:

Ft)=B-x2-2xB-x)=B-x)B3-x-2x) =
33-x)(1-x)

alternativ Ausmultiplizieren und mit Summenregel:

f(X)=x(9-6x+x2)=9x-6x2+x3

F(xX)=9-12x+3x2; f"(x) = -12 + 6X;

Nullstellen von f: x;=1 und x, =3;

(1) = -6 < 0; somit lokales Maximum bei x = 1;

f"(3) = 6 > 0; somit lokales Minimum bei x = 3.

g) f'(t)=-et+(1-t)et = -tet;

f'(t) = -et-tet=-(1+t)et;

Nullstellen von f: t=0; f"(0)=-1<0, also hat fbei t=0

ein lokales Maximum.

h) f(x) =2x-e*+x2-eX=(2x + x2)-eX=x(2 + x)-e%

f'(x) = (2 +2x)-e*+ (2x + x2)-eX = (2 + 4x + x2) - eX

Nullstellen von f: x;=0; X, =-2;

f”(0) = 2 > 0, also hat f bei x = 0 ein lokales Maximum.

f'(-2) = -2e72 <0, also hat f bei x = -2 ein lokales Mini-

mum.

i) f(x)=3x2-ex+x3-eX=(3x2+x3)-eX=x2(3 +x)-e*

f'(x) = (6x + 3x2)-eXx+ (3x2 + x3)-eX = (6x + 6x2 + x3) - eX

Nullstellen von f: x,=0 (doppelt) Xy=-3;

7(0) = 0; VZW-Kriterium: f(-1)=5>0 und f(1) =35> 0;

also kein VZW, d.h. kein lokales Extremum bei x = O.

f(-3) =9e73 > 0, f hat dort lokales Minimum.
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4 a) Periode: 12; Amplitude: 3; H(3]3); T(9]-3)
b) Periode: 4; Amplitude: 1; H,(1|5); T(313); H,(515)
¢) Periode: 6; Amplitude: 1; H,(012); T,(310); H,(612);

T,(910)
d) Periode: m; Amplitude: 3; H,(-m|4); (—% —2),
H,(014)

e) Periode: 6; Amplitude: 2; T(-1,5]-3); H(1,5|1)

f) Periode: 8m; Amplitude: 2; H(-4m|0); T(0]|-2)

5 a) Der Graph der Funktion f ist fir x <0 streng mo-
noton wachsend, d.h. die Ableitung ist positiv. Der Graph
der Funktion f ist fiir x > 0 streng monoton fallend, die
Ableitung ist negativ. Der Graph der Funktion f ist im ge-
samten sichtbaren Bereich rechtsgekriimmt, folglich ist
die zweite Ableitung negativ.

b) Der Graph der Funktion f ist im gesamten sichtbaren
Bereich, also in [-3; 3], monoton fallend, an der Stelle

x = 0 ist die Steigung 0. Auf [-3; 3] gilt folglich f'(x) =0
Der Graph der Funktion f ist im Intervall ]-2; O[ linksge-
kriimmt und im Intervall ]0; 2[ rechtsgekriimmt. Damit

ist die zweite Ableitung im Bereich [-2; O[ positiv und im
Bereich ]0; 2] negativ. Betrachtet man die jeweils due-
ren Bereiche des gegebenen Intervalls [-3; 3] und den
Verlauf des Graphen von f im grau markierten Bereich,
sieht man, dass sich dort die Situation umdreht. Im In-
tervall [-3; -2[ ist der Graph von f rechtsgekrimmt (f” ist
negativ) und im Intervall ]2; 3] ist er linksgekrimmt (f" ist
positiv).
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¢) Der Graph der Funktion f ist im Bereich ]-2; 2[ streng
monoton fallend, im Intervall [-3; - 2[ und im Intervall
]2; 3] streng monoton wachsend. Folglich gilt fir die Ab-
leitung f":

f(x) <0 fir x€]-2; 2[ und f(x) >0 im Bereich [-3; - 2|
und f(x) >0 im Bereich ]2; 3].

Fur x <0 ist der Graph der Funktion f rechtsgekrimmt
und fir x>0 linksgekriimmt. Daher gilt fiir die zweite
Ableitung f”: f"(x) <0 fur x <0 und f'(x) >0 fur x> 0.

6 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

7 Individuelle Lésungen, z.B.:

a) #(-2l3) Y
3

X
—4[-3 =2 -1 0 1 2 3/ 4 ¢
_1__
.—2--
_3_-
b) % %
6T #(@3ls) i
4__ |
1_- L
s ik [$Cilo) |
-4+ 2 0/ 2 |4 \/#
— - _z__
T(3]-2)
T(~1l-4) %41 —41

Bemerkung zu Teilaufgabe c): Ein Graph mit zwei Tief-
punkten und einem Sattelpunkt hat auch immer noch
einen zusatzlichen Hochpunkt, hier H(-2,7]5,2).

8 A: Die Aussage ist wahr, denn f' hat bei x = -3 einen
VZW von + nach -.

B: Die Aussage ist wahr, denn f' ist im Intervall ]-3;1[
negativ.

C: Die Aussage ist wahr, denn f'(1,5) = 0 und f" hat bei

x = 1,5 keinen VZW.

D: Die Aussage ist falsch, denn bei x =0 hat f' kein Ex-
tremum.

E: Die Aussage ist falsch, denn die Nullstellen von f” sind
Stellen mit waagerechter Tangente des Graphen von f.
Im Intervall [-3; 3] hat aber der Graph von " an zwei Stel-
len eine waagerechte Tangente: f"(-1,5) = 0 = f"(1,5).
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9 a) f(x)=4x3 und f"(x) =12x2

Minimum bei x = 0, da f' dort VZW von - nach + hat.
Kriimmungskriterium nicht anwendbar.

b) f'(x) = 3(x - 2)2. Die Ableitung f' hat keine Nullstellen
bei x =2 ohne Vorzeichenwechsel. Folglich befindet sich
bei x =2 keine Extremstelle, sondern ein Sattelpunkt.
Hier ist das Krimmungskriterium nicht anwendbar.

c) f(x)=4x3-3x2 und f"(x) =12x2 - 6X.

Kein VZW von f' bei x = 0, also dort Sattelpunkt. Krim-
mungskriterium hier nicht anwendbar. Minimum bei

X = %, da f’ dort einen VZW von - nach + hat.

Auch Krimmungskriterium f” (%) = % >0

anwendbar.

d) f(x)=5x*-4x3 und f"(x) = 20x3 - 12x2.

Maximum bei x =0, da f’ dort einen VZW von + nach -
hat. Krimmungskriterium nicht anwendbar.

Minimum bei x = g, da f’ dort einen VZW von - nach

+ hat. Auch Kriimmungskriterium f(%) = % >0

anwendbar.

e) f'(x) =6x°+4x3=6x3 (x2 + %) und

f7(x) = 30x4 + 12 x2.

Minimum bei x = 0, da f’ dort einen VZW von - nach + hat.
Krlimmungskriterium nicht anwendbar.

) F(X)=4x3-12x=4x(x2-3), f"(x) =12x2 - 12.
Proben fir f"

f(-2)=-8, f'(-1) =8, f(1)=-8 und f'(2) =8.

Also: Minimum bei x = —\/§, da bei f"VZW von - nach +,
ebenso bei x = V3. Maximum bei x = 0, da fiir f' einen
VZW von + nach - hat.

Wegen f(-V3) = (V3) =24 >0 und (0) = -12 ist
jeweils das Krimmungskriterium anwendbar.

10 a) F(x)=x2-1;, f"(x) = 2x
f(x)=0 fur x,=-1 und x,="1.
f'(-1)=-2<0,

"()=2>0

Extrempunkte: H<—1|%>; T<1|—%)

y
HE-11D 1T

- -1 1 2 3

L Tald

b) f'(x) =12x - 3x2; f"(x) =12 - 6x
f'(x)=0 fur x;,=0 und x, = 4.
f7(0)=12 >0,

f7(4)=-12<0



Extrempunkte: H(4[32); T(0]0)

y
40+
H(4]32)
20+
o X
: : : 3
-2 T(0[0) 2 4 6\

c) f(x)=4x3-16x f"(x)=12x2-16
f(x)=0 fur x,=-2, x,=0 und x5 =2
#(-2) =320,

£/(0) = 16 > 0
#(2)=32>0
Extrempunkte: T,(-2]-16); T,(2|-16); H(0|0)
y
| H(0]0) [
V) 0 2
T,(-2]-16) 20+ T,(2]-16)

d) f(x)=e-e f'(x) = -e
f'(x) = 0 fur x, =1

f'()=-e >0,

Hochpunkt H(1]0)

H(1]0) [

T T
-2 0/ 2

e) ff(x)=e-e> f'(x)=e™
f(x)=0 fur x,=-1

f'(-1)=e>0

Tiefpunkt T(-1]-€)

f) f(x)=5-sin(x); f'(x) = -cos(x)
f(x)=0 fur x,=g% und x, =%ﬂ

F()-4 o
()40

Hochpunkt H (% 5t g),
Tiefpunkt T(%” |35 - ?)
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(o}
Wegen der Periodizitat gibt es dartiber hinaus unendlich
viele weitere Hochpunkte und Tiefpunkte.
y
24
H(E[1,13)
1
/]
T(21044) X
o w2 w3
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11 a) Mogliche Extrempunkte von f liegen an den Stel-
len x=-4, x=0, x=3 und x=6,5. Bei x=-4 und

x =6,5 hat f einen VZW von + nach -, also liegt dort
jeweils ein Maximum vor. Bei x =0 wechselt das Vor-
zeichen von f' von - nach +, dort ist ein Minimum von f.
An der Stelle x =3 wechselt f' nicht das Vorzeichen, an
dieser Stelle liegt ein Sattelpunkt.

Fir x <-4 und im Intervall ]0; 6,5[ verlduft der Graph
von f" aufer fiir N(3|0) oberhalb der x-Achse. Der Graph
von fist also fiir x <-4 streng monoton wachsend und
fir 0 <x<6,5 monoton wachsend.

Im Intervall ]-4; O[ und fur x> 6,5 verlduft der Graph
von f" unterhalb der x-Achse. Der Graph von f ist dort also
streng monoton fallend.

b) Individuelle Lésung, z.B.:

Y
5000

4000+
3000
20001

y=—(§—3,4xf—x" + 89 %> — 234 x*

1000

1
N
14
RN
e
Sl
N_
N
-
oo

I
2
S
S
S

)

t

12 Die Aussage A ist falsch, da an der Stelle x =0 kein
Vorzeichenwechsel ist. Hier hat der Graph K der Funktion
f einen Sattelpunkt.

Die Aussage B ist falsch, da der Graph der Ableitung un-
ter der x-Achse liegt. Daher féllt der Graph K der Funktion
f in diesem Bereich.

Die Aussage C ist falsch. Der Graph der ersten Ableitung
f' fallt im Bereich [1,5; 2,5], d.h. die zweite Ableitung hat
negative Funktionswerte. Daher ist der Graph K der Funk-
tion f in diesem Bereich rechtsgekrimmt.
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Die Aussage D ist falsch, da bei x =2 ein Vorzeichen-
wechsel von + nach - vorliegt, d.h. der Graph K der Funk-
tion f hat dort einen Hochpunkt.

Die Aussage E ist falsch, da der Graph der ersten Ablei-
tung im Bereich [-1; 4] nur zwei Nullstellen mit Vorzei-
chenwechsel hat.

Die Aussage F ist falsch, da im Bereich [1; 2[ der Graph
der ersten Ableitung Uber der x-Achse liegt und damit die
Ableitung f' positive Funktionswerte hat. Somit steigt der
Graph K der Funktion f in diesem Bereich streng mono-
ton.

13 a) Die Funktion f hat im Punkt H(-2|1) einen Hoch-
punkt.

b) Die Funktion f hat im Punkt T(3]5) einen Tiefpunkt.
¢) Die Funktion f hat im Punkt W(1]0) einen Wende-

punkt mit waagerechter Tangente, also einen Sattelpunkt.

d)

T@35)

14 a) f(x)=-2x; f'(x)=-2

Bei x =0 liegt ein lokales Maximum vor. Da der Graph
von links unten nach rechts unten verlauft und kein
weiteres Maximum vorhanden ist, handelt es sich um
ein globales Maximum. f(0) = 2. Also sind alle Funktions-
werte kleiner als 2.

b) f'(x)=x-4x3 f'(x)=1-12x2

Bei x4, =%0,5 liegen relative Maxima vor. Da der Graph

von links unten nach rechts unten verlduft und keine wei-

teren Maxima vorhanden sind, sind f(+0,5) = % < 0,07
globale Maxima. Also sind alle Funktionswerte kleiner als
0,07.

c) f(x)=2x2- %x(’; f(x)=4x- %XS; f'(x) =4 - %xz

Bei x4, =*2 liegen relative Maxima vor. Da der Graph
von links unten nach rechts unten verlduft und keine
weiteren Maxima vorhanden ist, sind f(+2) = 4 globale
Maxima. Also sind alle Funktionswerte kleiner als 4.

d) f(x)=(1-x)-e% f"(x) = -xeX

Bei x =1 liegt ein lokales Maximum vor. Da der Graph
sich links der x-Achse nahert und fir x > 2 unterhalb der
x-Achse verlduft, muss f(1) = e ein globales Maximum
sein, d.h. alle Funktionswerte sind kleiner oder gleich e.

15 a) f(x)=2x-4; f"(x)=2

Die Funktion f hat bei x =2 ein lokales Minimum. Der

Graph verlduft von links oben nach rechts oben, daher

handelt es sich um globales Minimum, d.h. f(2) = 0 ist
globales Minimum. Also sind alle Funktionswerte von f
gréfRer oder gleich null.

L46 11l Extremstellen und Wendestellen

b) f(x)=x3-4x; f"(x)=3x2-4

Die Funktion f hat bei x;, = +2 lokale Minima und bei
x3 =0 ein lokales Maximum. Der Graph verlauft von

links oben nach rechts oben, daher handelt es sich bei f
(£2) um zwei globale Minima, d.h. f(x2) =1 ist globales
Minimum. Also sind alle Funktionswerte von f grof3er
oder gleich 0.

c) f(x)= %x“ -4x% f(x)=2x3-8x; f"(x)=6x2-8

Die Funktion f hat bei x,, = +2 lokale Minima und bei
X3 =0 ein lokales Maximum. Der Graph verlduft von links
oben nach rechts oben, daher handelt es sich bei f(+2)
um zwei globale Minima, d.h. f (+2) = -8 ist globales
Minimum. Also sind alle Funktionswerte von f grof3er
oder gleich -8.

d) f(x)=e*+(x-1)-ex=x-eX f'(x)=(x+1) e

Bei x =0 liegt ein lokales Minimum vor. Da der Graph
sich links der x-Achse ndhert und fir x >1 oberhalb der
x-Achse verlduft, muss f(0) = -1 ein globales Minimum
sein, d.h. alle Funktionswerte sind gréf3er oder gleich -1.

16 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

17 Der Punkt H(x,|0) ist Hochpunkt des Graphen einer
Funktion f, es gilt f"(x) < 0.

Um nachzuweisen, dass H(x,|0) ein Tiefpunkt des Gra-
phen K; der Funktion g mit g(x) = -x2-f(x) ist, mussen
gelten: g'(xg) =0 und g"(xo) > 0.

Notwendige Bedingung: g'(x) = -2x-f(x) - x2- f'(x).
An der Stelle x, gilt: g'(Xg) = =2%¢-0-x%,2-0=0
hinreichende Bedingung:

g"(x) = -2-f(x) - 2x-F'(x) - (2x- ' (x) + x2-f"(x))

An der Stelle x, gilt:

g"(Xp) = =20 = 2,0 = (20 0 + x¢2 " (X)) = =7+ F"(xo)-
Da f"(xq) <0 ist g"(xo) > 0 und somit liegt bei H(x,|0)
ein Tiefpunkt.

18 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

5 Berechnung von Wendestellen

Seite 104
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Einstiegsaufgabe

Auf dem gezeigten Streckenabschnitt muss man auf-
grund der Kurven abwechselnd das Motorrad nach links
(Linkskurve) bzw. nach rechts (Rechtskurve) neigen.
Wechselt man die Neigerichtung, wird das Motorrad
aufgestellt und steht ,gerade”, das heifit, es hat keinerlei
Neigung.

Anhand des Streckenverlaufs kann man ungeféhr an-
geben, an welcher Stelle das Motorrad die Richtung
wechselt: dies ist beim Ubergang von einer Rechts- in
eine Linkskurve (oder andersherum).
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1 a) Wendepunkte sind W,(1]-0,5) und W, (3|0).

b) Die Steigung im Wendepunkt W,(1]-0,5) betragt
etwa %

Die Steigung im Wendepunkt W,(3|0) betrégt etwa -1.



Seite 106
(o]
2 a) f(x)=6x-3x% f"x)=6-6x; f"(x)=-6
Die Nullstelle der zweiten Ableitung ist x, = 1;
f”(1) = -6+ 0, folglich ist x, =1 Wendestelle.
Das Bestimmen der y-Koordinate vy, = f(1) = 2 ergibt
den Wendepunkt W(1]2).
b) f'(x) = 4x - %xg’; f'(x) = 4 - 4x% f"(x) = -8x
Die Nullstellen der zweiten Ableitung sind x,=+1 und
X,=-1; f"(1)=-8+0; f"(-1)=8+0.
Folglich sind x; =1 und x, = -1 Wendestellen.
f(1) = % und f(-1) = % ergeben die Wendepunkte
14 14
W, (1] %) und w,(-1]%).
c) f'(x)=4x3-12x; f'(x) =12x2-12; f"(x) = 24x
Die Nullstellen der zweiten Ableitung sind x,=+1 und
X, =1 f"(1)=24+0; f"(-1)=-24+0,
Folglich sind x; =1 und x, = -1 Wendestellen.
f(1) =-5 und f(-1) = -5 ergeben die Wendepunkte
W,(11-5) und W,(-1]-5).
3 a) f(x)= %xz -2x f"(x)=x-2;
Die Nullstelle der zweiten Ableitung ist x, = 2.
Die zweite Ableitungsfunktion ist linear und hat einen
Vorzeichenwechsel an der Stelle x, = 2.
f(2) = -%; der Wendepunkt ist W(ZI—%).
y
x /Yy =1
11 $/’
Il Il Il Il Il Q’L Il Il Il Il Il Il X
IR B SR A EE DR A

b) f'(x) = %xg' -16x; f'(x) = 4x2 - 16;

Die Nullstellen der zweiten Ableitung sind x,=+2 und
X2 = _2.

Der Graph der 2. Ableitung ist eine nach oben gedffnete
Parabel mit den Nullstellen x;=+2 und x, =-2.

f2)-2-32--8; f(-2)-£-32--2.
Die Wendepunkte sind W, (ZI—%) und WZ(—ZI—%)

pa y *
X 1 pyA
X

c) f'(x)=x*-8x3; f"(x)=4x3-24x2=4x2(x - 6);

Die Nullstellen der zweiten Ableitung sind x,=0 und

X, = 6.

Der Graph der zweiten Ableitung verlduft vom lll. Gber
den IV. zum |. Quadranten. Er hat bei x =0 eine doppelte
Nullstelle, also keinen Vorzeichenwechsel.

Schulbuchseite 106

Bei x =6 wechselt das Vorzeichen.
f(6) = -1036,8. Der Wendepunkt ist W(6|-1036,8).
e y=F(
1 -_VZWI 1 1 1 1 1 1 X
-4 -1 34 5 /6 7 8
L -,
i N

d) f(x)=x-eX f"(xX) =1-eX

Die Nullstelle der zweiten Ableitung ist x; = 0.

Der Graph der zweiten Ableitung verlauft nahe der
Asymptote y =1.

Fir x —» o geht f"(x) = —oo. Der Graph der zweiten
Ableitung hat bei x =0 Nullstelle mit VZW von + nach -.
f(0) = -1.

Der Wendepunkt ist W(0|-1).

y =0

e) f'(x)=4x+2e2% f'(x) = 4 - 4e™2%

Die Nullstelle der zweiten Ableitung ist x, = 0.

Fir x > - geht f'(x) > - . Der Graph der zweiten
Ableitung hat im positiven Bereich die Asymptote y = 4.
Der Graph hat bei x =0 Nullstelle mit VZW von - nach +.
f(0) = -1.

Der Wendepunkt ist W(0|-1).

v y = f"(x)

*
7

2__

W

Sttt
12 3 4 56 7 8 9 10 1 12
) fx)=2x+25; F()=2-3;

Die Nullstelle der zweiten Ableitung ist x, = 1.

Der Graph der Ableitung f' geht aus dem Graphen der Po-

tenzfunktion g(x) = % durch Spiegelung an der x-Achse

und durch Verschiebung um zwei Einheiten nach oben
hervor. Daher liegt bei x =1 ein Vorzeichenwechsel von -
nach + vor. f(1) =0.

Der Wendepunkt ist W(1]0).

y
y =09
Z

T "/ﬁrl I I I I I I I I I £
0 7 T T T T T T T T T T T
T 23 4 5 -6 7 8 9 10 1 12
R

4 a) f(x)=3x2-6x; f"(x) =6x-6; f"(x) = 6;
f(x)=0 fur x="1; f"(1)+0; f(1) = -2.

Die Steigung an der Wendestelle betragt (1) = -3.
Die Tangentengleichung in W(1|-2) lautet
y=-3(x-1-2dh y=-3x+1

Il Extremstellen und Wendestellen L 47



Schulbuchseite 106

b) f'(x)=2x3-6x; f'(x)=6x%-6; f"(x)=12x;
f'(x) =0 fur x;=+1 und x,=-1; f"(1)+0 und
£7(=1) + 0;

f(1)=-2,5 und f(-1) = -2,5.

Steigungen an den Wendestellen betragen: f'(1) = -4
und f'(-1) =

Die Tangentengleichung in W,(1]-2,5) lautet
y=-4(x-1)-25 d.h. y=-4x+15.

Die Tangentengleichung in W,(-1[-2,5) lautet
y=4(x+1) -d.h. y=4x+15.

c) f'(x)= —x4 - 4x2; f'(x) = 2x3 - 8x; f"(x) = 6x2-8;
f'(x) =0 fur x;=+2; x,=-2 und x5 =0.
f7(2)=16+0; f"(-2)=16+0 und f"(0)=-8+0;

f(2)=-%2; (-2 =12 fO=0.
Die Steigung an der Wendestellen betragt f'(2) = -§;

f'(-2)=-8 und f(0) =0.

Die Tangentengleichung in W, (2|—£) lautet
y=-8(x-2)- 112 d.h. y—-8x+%
Die Tangentenglelchungm W2< 2|112) lautet

y——8(x+2)+112 d.h. y-—SX—%

Die Tangentengleichung in W5(0]0) lautet y = 0.

Der Wendepunkt ist ein Sattelpunkt.

d) f(x)=3-x-2)% f"x)=6-(x-2); f"(x)=6

f'(x) =0 fur x,=2; f"(2)=6+0; f(2)=-

Die Steigung an der Wendestelle ist f'(2) = 0.

Die Tangentengleichung in W(2|-1) lautet y=-1.
Der Wendepunkt ist ein Sattelpunkt.

e) f'(x) = (x+1)-e5 f'(x) = (x+2)-e% f"(x) = (x + 3)-e%
f(x)=0 fir x=-2; f"(-2)=e2+0;
f(-2)=-2e2=-2,

Die Steigung an der Wendestelle betragt f'(-2) = -e 2

Die Tangentengleichung in W(—2| —%) lautet
y——f(x+2)—f d.h. y——fx—é
) FX)=(1-2x)-e 25" (x)=-2-(2 - 2x)-e™2%,

f’(x) = 0 fir x =1; der lineare Faktor (2 - 2x) hat einen
Vorzeichenwechsel an der Stelle x =1, der Rest bleibt

negativ.

f()=e2=2%.

Die Steigung an der Wendestelle x = 1 betragt
f(1)=-e2=-2.

Die Tangentengleichung in W( i) lautet
Y=L+ dh y=-Gx+3.

5 a) W,(0[1) und W, (1)
b) Wy (3]-3) und w, (3 |-3)
<) W1<£|1) und W2<3—TI ’I)
d) W,(01-15) und W,(2]-1,5)
&) W,(01-3) und W, (3[-1)
f) W,(010) und W, (@|m)
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6 Wenn ein Graph durchgédngig gleich gekrimmt ist,
besitzt er keinen Wendepunkt.

a) f'(x) =2x; f"(x) =2 >0; der Graph der Funktion f ist
linksgekriimmt.

b) f'(x) =2 -2x; f"(x) =-2<0; der Graph der Funktion f
ist rechtsgekrimmt.

c) f'(x)=4x3-2; f'(x) =12x2 > 0; der Graph der Funk-
tion f ist linksgekrimmt.

d) f'(x) = -eX; f"(x) = -eX < 0; der Graph der Funktion f
ist rechtsgekrimmt.

e) f(x)=1-e% f'(x) =
ist linksgekrimmt.

f) f'(x) = cos(x) + 2x; f"(x) = -sin(x) + 2 > 0; der Graph
der Funktion f ist linksgekrimmt.

e *>0; der Graph der Funktion f

7 Berechnung der Wendepunkte:

f(x) = 6x2- x4 f'(x)=12x - 4x3; f'(x) =12 - 12x2;

7 (x) = - 24x;

f'(x) =0 ergibt x,=1 und x,=-1. f"(1)=-24+0 und
f"(-1)=24+0.

f(1) =5 und f(-1) =5, die beiden Wendepunkte sind
W,(115) und W, (-1]5).

Die Steigung der Wendetangenten in W,(1]5) betragt
m, = (1) =8.

Die Steigung der Wendetangenten in W, (-1|5) betragt
m, =f'(-1) = -8.

Die Gleichung der Wendetangente in W, lautet
y=8(x-1+5 dh. t;:y=8x-3.

Die Gleichung der Wendetangente in W, lautet:
y=-8x+1)+5 d.h. t,:y=-8x-3.

t,=t, d.h. 8x-3=-8x-3 d.h. x=0. Der gemein-
same Punkt ist S(0|-3).

Der Graph der Funktion f ist achsensymmetrisch zur der
y-Achse. Daher sind die beiden Wendetangenten eben-
falls achsensymmetrisch zueinander. Folglich muss der
gemeinsame Punkt S auf der y-Achse liegen.

8 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

9 A: Die Aussage ist falsch: Der Graph von fist in die-
sem Intervall linksgekriimmt, da fiir diese Werte f"(x)
positiv ist.

Aussage B: Der Graph der Ableitung f” hat in gezeich-
neten Bereich [0,3; 4,5] drei Nullstellen und alle drei
Nullstellen haben einen VZW. Folglich hat der Graph der
Funktion f drei Wendepunkte

Aussage C: Der Graph der zweiten Ableitung f” hat eine
Nullstelle mit Vorzeichenwechsel bei x = 0. Beim Ab-
leiten der Funktion f' fallen die Konstanten weg. Daher
kann man nicht entscheiden, welche Steigung der Graph
der Funktion f im Ursprung hat. Folglich ist C nicht ent-
scheidbar.

Aussage D: Die Aussage ist so falsch bzw. nur zu einem
Teil richtig. Die Werte der 2. Ableitung (f)’ sind im Inter-
vall [0; 2] nicht negativ (denn f"(0) =0 und f"(2) = 0).
Daher ist die Ableitung " in dem Intervall monoton wach-
send, aber nicht streng monoton wachsend. Letzteres gilt
nur fir das offene Intervall ]0; 2[.

Aussage E: Die Aussage ist falsch: In einer Umgebung
von x =0,8 ist f"(x) positiv, der Graph von f dndert dort
sein Kriimmungsverhalten also nicht.



10 a) f(x) =-x2 v
eine nach unten 2+
geoffnete Normalparabel.

b) Eine Polynomfunktion
mit 2 Wendepunkten hat

(mindestens) den Grad
vier:
f) = (x +2)2(x - 2)? +1
erfillt alle Anforderun-
gen.
c) Eine symmetrische
; ; flx)=x>—4 Y
Funktion dritten Grades X/ =X X
genlgt: 2+
f(x) =x3-4x.
. X
2 -1 0 1

_2--

._.4--
d) f(x) = -e* hat die y
Ableitungen f'(x) = -ex . : | | X

und f"(x) = -eX, die nur
negative Funktionswerte

haben. flx) = —¢*
_1—-
_3_-
Seite 107
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11 a) f'(x) =16x3 -12x; f'(x) = 48x2-12; f"(x) = 96x;
f'(x) = 0 ergibt x, = +% und x, = —%; f(%) =48+ 0 und
f7(-3) = -48 +0.

1

Die kleinste Steigung fur x >0 betrdgt m, =f' (5) = -4,

Die grofite Steigung fur x <0 betrédgt m, =f (—%) =4,

1 5 1 5
f(3) = -7 und f(-3) =-2,
Die Gleichung der Wendetangente in W, (% |— %) lautet:
y=—4(x—%) —% d.h. tq:y=—4x+%.
Die Gleichung der Wendetangente in W, (—% |— %) lautet
y=4(x+%) -% d.h. t2:y=4x+%.
b) f(x) = x3-12x; f"(x) =3x2-12; f"(x) = 6x;
f'(x) =0 ergibt x,=+2 und x,=-2; f"(2)=12+0 und
f(-2) = -12 % 0.
Die kleinste Steigung fur x>0 betragt m, =f'(2) = -16.

Die grofite Steigung fur x <0 betrégt m, = f'(-2) = 16.
£(2) = -17 und f(-2) = -17.
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Die Gleichung der Wendetangente in W,(2|-17) lautet
y=-16(x-2)-17 d.h. t;:y=-16x+15.

Die Gleichung der Wendetangente in W,(-2[-17) lautet
y=16(x+2) - 17 d.h. t,:y=16x+15.

c) f'(x)= %x‘* -x3+1; f'(x) =x3-3x% f"(x) =3x2 - 6X;
f'(x) =0 ergibt x,=0 und x, = 3.

(0) = 0, " hat keinen Vorzeichenwechsel an der Stelle
0, daher dort auch keine Wendestelle.

f”(3) =9+ 0; die Stelle x, =3 ist Wendestelle.

Die kleinste Steigung betragt m = f'(3) = -5,75.

f(3) = -5/

Die Gleichung der Wendetangente in W(3|-5,75) lautet
y=-575-(x -3)-51 d.h. t:y=-575x +12,15.

d) f'(x) = cos(x); f"(x) =-sin(x); f"(x) = -cos(x)

Die Nullstellen von f” sind in diesem Intervall an den
Stellen x,=0 und x,=m. Esgilt f"(0)*0 und

f”(m) # 0, also sind dort Wendestellen.

Bei x,=0 ist der grofite Steigung 1; bei x, = 1 ist die
kleinste Steigung -1.

Wendetangenten:

Die y-Koordinaten aller Wendestellen sind y = 0.

Die Gleichung der Wendetangenten in W,(0]0) lautet
y =X

Die Gleichung der Wendetangenten in W, (rt|0) lautet
y =X+

e) f(x) = -sin(x); f"(x) = -cos(x); f"'(x) =sin(x)

Nullstellen von f” an den Stellen x, = % und x, = 37" An
diesen Stellen gilt jeweils f”+ 0, also sind x, = g und

Xy = %ﬂ Wendestellen.

w

Bei x, =7 ist die kleinste Steigung -1; bei x, =" ist

die gréfite Steigung 1.
Wendetangenten:
y-Koordinaten aller Wendestellen sind y = 0.

Die Gleichung der Wendetangenten in W, (% |O) lautet
y=-X+7.

Die Gleichung der Wendetangenten in W, (3771 |O> lautet
y=X- 37”

f) f(x)=x-eX f"(x)=1-e% f"(x) = -eX

f'(x) = 0 ergibt x,=0.

f”(1) = -1+ 0, die Stelle x, =0 ist eine Wendestelle.
Der Graph von f fallt streng monoton. Da die Steigung
Uiberall negativ ist, ist an der Wendestelle der kleinste
absolute Wert, d.h. der grofite Wert zu finden. Dieser be-
tragt m=f(0) = -1.

f(0) = -1.

Die Gleichung der Wendetangente in W(0|-1) lautet
tty=-1-(x-0)-1, also tty=-x-1.

12 Aussage A: Wahr. f hat an den Stellen x,=-3, x,=0
und x3 =3 jeweils eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel.
Aussage B: Falsch. Es ist f'(0) = 0 mit einem Vorzeichen-
wechsel von + nach -. Der Graph von f hat einen Hoch-
punkt an der Stelle x = 0.

Aussage C: Falsch. In 1=[-2; -1] ist f(x) >0, fistinlI
streng monoton wachsend und daher f(-2) <f(-1).
Aussage D: Falsch. An der Stelle x =3 hat f’" eine Null-
stelle mit Vorzeichenwechsel von - nach +. Der Graph von
f hat hier einen Tiefpunkt.
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Aussage E: Wahr. Der Graph der Ableitung f’ ist monoton
wachsend fir x <-1,75 und x >1,75; monoton fallend
im Intervall ]-1,75; 1,75[.

Daher gilt fiir ihre Ableitungen (f)" = f":

f’(x) >0 fur x<-1,75; f'(x) <0, fir x aus dem Intervall
1-1,75; 1,75[ und f"(x) > 0 fiir x >1,75. Daraus ergeben
sich zwei Nullstellen fiir f”. Diese Stellen sind auch Wen-
destellen, denn die Funktion f hat drei Extremwerte (zwei
Tiefpunkte und einen Hochpunkt dazwischen); zwischen
diesen Punkten @ndert sich die Krimmung zweimal.
Aussage F: Wahr. Im [-1; 1] fallt der Graph der Ableitung
f. Folglich ist in diesem Bereich f"(x) < 0. Daher ist der
Graph der Funktion f rechtsgekrimmt.

13 Aussage A ist richtig, da die zweite Ableitung einer
Polynomfunktion 2. Grades immer eine von 0 verschieden
konstante Zahl ist.

Aussage B ist richtig, da die zweite Ableitung einer
Polynomfunktion 3. Grades immer eine lineare Funktion.
Lineare Funktionen schneiden die x-Achse.

Aussage C ist falsch. Die zweite Ableitung einer Polynom-
funktion mit Grad n hat zwar den Grad n - 2, jedoch hat
nicht jede Polynomfunktion (n - 2)-ten Grades genau

n - 2 Nullstellen. Sie hat hochstens n - 2 Nullstellen,
von daher muss die korrekte Aussage C heif3en: Der Gra-
ph einer Polynomfunktion n-ten Grades hat hochstens

n - 2 Wendepunkte.

Aussage D ist richtig, bei einem Maximum ist der Graph
der Funktion rechtsgekrimmt, bei einem Minimum ist
der Graph der Funktion linksgekriimmt, deshalb muss
dazwischen ein Krimmungswechsel stattfinden, also ein
Wendepunkt liegen.

Aussage E ist falsch. Betrachtet man zum Beispiel die
Funktion f(x) =x3(x - 2) mit f"(x) =12x2 - 12x. Der
Graph der Funktion f hat die Wendepunkte W,(0]0)
(auch Sattelpunkt) und W, (1]-1). Zwischen W, und W,
gibt es keinen Extrempunkt.

14 a) f(x) =x3 +bx% f(x) =3x2+2bx; f'(x) = 6x +2b;
f"(x) =6

Die Nullstelle der zweiten Ableitung f” ist x, = g,
P(5)-6+0

Somit hat die Funktion f immer eine Wendestelle.

b) f(x)=ax3+bx?% f(x)=3ax2+2bx; f'(x)=6ax+2b;
f”(x) = 6a.

Die Nullstelle der zweiten Ableitung " ist x, = —%,
f’"(—%) =6a+0, da a+0.

b
2=-33,
Die Variable b muss das - 6-Fache der Variablen a sein,
damit die Funktion f eine Wendestelle hat.

wenn b =-6a gilt.

15 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

16 a) g() =00 +1 g"(0) = f"(x); f"(x) =g" ().
Folglich ist auch g”(3)=0 und g”(3) + 0.

Beispiel: f(x) = %x3 -3x2 und g(x) = %x3 -3x2+x-2
haben dieselbe Wendestelle x, = 3.

L50 11l Extremstellen und Wendestellen

b) g(x)=2-f(x)+2; g"(x) =2-f"(x); g”(x)=2-f"(x).
Da f"(3) =0, folgtauch g"(3)=2-f"(3) = 0. Wenn
f”(3) # 0, soistauch g”(3)+ 0. Daher hat auch die
Funktion g bei x =3 eine Wendestelle.

Beispiel f(x) = %x3 - %xz und g(x) = %x3 -3x2+2x
haben dieselbe Wendestelle x, = 3.

0 g()=5-f(x); g"(x)=-f"(; g”(x)=-f(x).
Wenn f"(3) =0, istauch g"(3) = 0.

Wenn ”(3) + 0, ist auch g"(3) # 0.

Beispiel: f(x) = %x3 -3x2 und g(x) =5x - %x3 +3x2
haben dieselbe Wendestelle x, = 3.

17 Da S(xy10) ein Sattelpunkt ist, gilt f(xy) = 0;

f'(xo) = 0; f"(xo) = 0; f"(xq) * 0.

g'00 =f00 + x-F(; g"() = 200 + x-f(0);

g" (0 = 3700 + x (%

g(Xg) = Xo-f(xp) =0

g (Xg) = f(xg) + xg-f'(xx) =0

g"(xg) = 2-f'(xg) + Xo-f"(xg) =0

g" (Xg) = 3-1"(xg) + Xy f"(xy) # 0, falls x,+ 0.

Fir xo# 0 ist S(xy10) auch ein Sattelpunkt des Graphen
von g.

18 Punktsymmetrisch heit f(x) = -f(-x) fir alle xeR.
Ein Gegenbeispiel zeigt, dass nicht jede Polynomfunktion
vom Grad 3 punktsymmetrisch zum Ursprung ist.

f(x) = x3 + x2 ist eine Polynomfunktion 3. Gerades.
f(h=1+1=2

f-1N=-1+1=0

f() +-f(-1)

Also ist die Polynomfunktion f(x) = x3 + x2 nicht punkt-
symmetrisch zum Ursprung.

19 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

6 Vom Funktionsterm zum Graphen
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Einstiegsaufgabe

Bei der linken Abbildung passen Funktionsterm und
Graph nicht zueinander. Dies kann man auf den ersten
Blick anhand der Symmetrie erkennen: Der Graph ist ach-
sensymmetrisch zur y-Achse. Im Funktionsterm kommen
aber sowohl gerade als auch ungerade Exponenten vor,
was gegen Achsensymmetrie zur y-Achse spricht.

Bei der rechten Abbildung legt der Funktionsterm einen
symmetrischen Graphen nahe. Der Schnittpunkt des
Graphen mit der y-Achse liegt im Punkt P(0]8). Die
Funktionswerte gehen fiir x— +c gegen - . Hier
kdnnten Funktionsterm und Graph zusammenpassen.
Allerdings ist die Skizze sehr grob gezeichnet.
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T F(x) =8x3+21x2+10x; f"(X) = 24x2 + 42x +10;

7 (x) = 48x + 42

Achsenschnittpunkte: N;(0[0); N,(-1]0); N5(-2,5/0)
Extrempunkte: T,(0]0); T,(-2]-4); H(-0,625|=0,55)
Wendepunkte (Naherungswerte): W,(-0,28]0,26);

W, (-1,471-2,07)

Skizze:

2 a) Fir x — o geht f(x) — 0.
Fir x > - geht f(x) > -oco.
Die Funktion f hat bei x = 0 eine dreifache Nullstelle.

y
2
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3 a) Symmetrie zum Ursprung; N,(0|0) = S; Nz(\/§|0),~
(B 0l (0] ), w1 ]9

y

—

4l
ol
3l
b) N;(010) =T; N,(4]0); H(?%)

<

1/\
| I |
OIIIIIIIIIII
/Jr1234567891011
-1

b) Extrempunkte: f'(x) = (3x2 - x3)-e7* = (3 - x)-x2-e7X
Die Ableitung hat eine doppelte Nullstelle ohne VZW

bei x, =0, ergibt einen Sattelpunkt im Ursprung. Sie hat
ferner bei x, =3 eine Nullstelle, deren Vorzeichen von +
nach - wechselt (siehe Tabelle).

x<0 [0; 3] x>3
ux)=3-x + + -
v(x) = x2-e™* + + +
(%) = u(x)-v(x) + + -

Der Graph der Funktion f hat einen Hochpunkt bei x = 3.
y-Wert: yy, = f(3) = g = 1,34. Ein Ké&stchen in der Skizze
betragt 0,5cm.

_’I 4

_2__

_3__

©) N,(0]0)=S; N,(-4]0); T(‘3|‘%>

y
S

2__

1+

y
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e) N;O|0O)=T
y f
4__
3__
2__
1__

X
<+
6 -5 -4 -3 -2 1 12 3 4 5 ¢

_1__

f) Symmetrie zum Ursprung; N,(0]0) =S; N2<%\/%|O>;
N3 (-3v30|0); T(V2|-2V2); H(-12|212)

y f

_0,4 4

4 a) f(x)=x3-x
Symmetrie: Der Graph von f ist punktsymmetrisch zum
Ursprung, da der ausmultiplizierte Funktionsterm nur
Potenzen von x mit ungeraden Exponenten enthalt.
Globales Verhalten: Der Term mit der hochsten Potenz ist
x3, wegen des positiven Vorzeichens und der ungeraden
Hochzahl verlduft der Graph von links unten nach rechts
oben.
Schnittpunkte mit den Achsen: x-(x2-1)=0 = x,=0
und x,3 = +1, d.h. der Graph schneidet die x-Achse in den
Punkten N,(110), N5(=1]0) und beide Achsen im Punkt
N,(010).
Extrempunkte: f'(x) =3x2-
Ml
3

1; f'(x) = 6x
3x2-1=0 = X45= sind mogliche Extremstellen.
Uberpriifen mit der 2 Ableitung: f (‘/—> 23 >0,d.h.
und £'(-2)--213 <0, dn.

Minimum bei x, =

ﬁw\a

Maximum bei xg = ?

y-Koordinaten: f<g>= 23 ,d.h. T(3| ) und
H(-2) 28,61 n(-5128)
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Zeichnung:

b) f(x)=3x2-x3

Symmetrie: Der Graph von f ist weder zur y-Achse noch
zum Ursprung symmetrisch, da der ausmultiplizierte
Funktionsterm sowohl Potenzen von x mit geraden als
auch mit ungeraden Exponenten enthalt.

Globales Verhalten: Der Term mit der hochsten Potenz
ist -x3, wegen des negativen Vorzeichens und der unge-
raden Hochzahl verlduft der Graph von links oben nach
rechts unten.

Schnittpunkte mit den Achsen: x>-(3-x)=0 = x,=0
(doppelt) und x, = 3, d.h. der Graph schneidet die x-Ach-
se in den Punkten N,(3]0) und berihrt beide Achsen im
Punkt N,(0]0).

Extrempunkte: '(x) = 6x - 3x% f"(x) = 6 - 6x
6x-3x2=0 & 3x(2-x)=0 = x,=0 und x3=2 sind
mogliche Extremstellen.

Uberpriifen mit der 2. Ableitung: f'(0) = 6> 0, d.h.
Minimum bei x,=0 und f"(2) = -12 < 0, d.h. Maximum
bei x5 =2.

y-Koordinaten: T(0]0) und f(2) = 4,d.h. H(2]4).
Zeichnung:




c) f(x)=x*-4x2

Symmetrie: Der Graph von f ist achsensymmetrisch zur
y-Achse, da der ausmultiplizierte Funktionsterm nur
Potenzen von x mit geraden Exponenten enthalt.
Globales Verhalten: Der Term mit der héchsten Potenz
ist x*, wegen des positiven Vorzeichens und der geraden
Hochzahl verlduft der Graph von links oben nach rechts
oben.

Schnittpunkte mit den Achsen: x2-(x2-4)=0 = x,=0
(doppelt) und x,3 = 2, d.h. der Graph schneidet die
x-Achse in den Punkten N,(2|0) und N5(-2|0) und be-
rUhrt beide Achsen im Punkt N,(0]0).

Extrempunkte: f'(x) = 4x3 - 8x; f'(x) =12x2 -8
4x3-8x=0 © 4x(x2-2)=0 = x,=0 und x4,5=t\/§
sind mogliche Extremstellen.

Uberpriifen mit der 2. Ableitung: f"(0) = -8 <0, d.h. Ma-
ximum bei x,=0 und ' (£V2) =16 > 0, d.h. Minima bei
X45=*V2.

y-koordinaten: H(©]0) und f(+V2) = -4,d.h.
T,(V21-4) und T,(-V2 |-4).

Zeichnung:

d) f(x)=2x3- %x5

Symmetrie: Der Graph von f ist punktsymmetrisch zum
Ursprung, da der ausmultiplizierte Funktionsterm nur
Potenzen von x mit ungeraden Exponenten enthalt.
Globales Verhalten: Der Term mit der hochsten Potenz ist

—%x5, wegen des negativen Vorzeichens und der unge-

raden Hochzahl verlduft der Graph von links oben nach
rechts unten.
Schnittpunkte mit den Achsen: %x3(4 -x9)=0 = x=0

(dreifach) und Xp3= %2, d.h. der Graph schneidet die
x-Achse in den Punkten N,(0]0), N,(2]0) und N5(-2]0).

Extrempunkte: f'(x) = 6x2 - %x“; f7(x) =12x - 10x3
6x2—%x4=0 s x2(6—%x2) =0 = x,=0 und

Xy5 = t2\l§ sind mogliche Extremstellen.

Schulbuchseiten 110-111

Uberpriifen mit dem VZW-Kriterium (oder mit der Argu-
mentation der dreifachen Nullstelle): f'(-1) = % >0 und
(1) = % >0 d.h. kein VZW, also ist x,=0 keine Extrem-
stelle, der Graph hat bei N,(0]0) einen Sattelpunkt.

f”(2\/§) = —24\/% > 0, d.h. Maximum bei x5 = 2\/% und
#(-21%) = 2412 < 0, d.h. Minimum bei x, = -21%.
yKoordinaten: (21) 2,98, d.h. H(2) |2,98) und

t(-21) =-298 T(-2% | -2.98).

Zeichnung:

Seite 111
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5 (1) gehért zu Graph B, erkennbar an den Nullstellen
sowie am Verhalten flir x — +oo.

(2) gehort zu keinem der gezeichneten Graphen.

(3) gehort zu Graph A, erkennbar am Schnittpunkt mit
der y-Achse S(0|-4), an den Nullstellen sowie an der
nach oben gedffneten Parabel.

(4) gehort zu Graph C, erkennbar an den Nullstellen so-
wie am Verhalten flir x — #co.

6 a) Ableitungen: f'(x) =3x2-1; f'(x) =6x; f"(x) =6
Schnittpunkte mit der x-Achse

fX)=0 & x3-x=0 & x(x2-1)=0.

Losungen: x;=0; X, =-1; X3="1

N;(010); N,(=110); N5(110)

Mbogliche Extremstellen:

f()=0 & 3x2-1-0 & x2-14

Losungen: x, = \E ~0,58; x5 = —\g ~-0,58
Untersuchung der moglichen Extremstelle x, = \E:

f(\E) - 6\/%_ > 0. Minimum bei x, = \/%_
f(f3) - 28 =038, 7({]-038).

Untersuchung der moglichen Extremstelle x; = —\g:

f"(_‘/@ =—6\g<0- Maximum bei x5=—\/%_~

()2 =038 (- oss).
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Mdgliche Wendestellen: y
f"x) =0 & 3x=0. 1T f
Losung: x4 = 0.

Untersuchung der mog-

lichen Wendestelle x, = 0: 0
f(0) = 6 + 0. Wendestelle 1 !
bei x,=0. W(0|0)

W (0|0) X

b) f'(x) = 3x2 - 6x;

f'(x) =6x-6; f"(x)=6
Schnittpunkte mit der
x-Achse:

X =0; X,=3

N,(0]0) und N,(30)
Extrempunkte:
3x2-6x=0, falls x,=0
oder x;=2

f"(2) = 6 > 0, also Tief-
punkt, yr=f(2)=-4;
TQ21-4)

f’(0) = -6 < 0, also Hochpunkt; y, =f(0)=0; H(0|0)
Wendepunkte:

6x-6=0, falls x,=1; f"(1) =6+ 0; also Wendepunkt.
yw = f(1) = -2; Wendepunkt W(1]-2).

c) f(x)=3x2-x3

f'(x) = 6x - 3x%

f(x) =6 - 6X
Schnittpunkte mit der
x-Achse:

x1=0; X,=4

N,(0]0) und N,(4]0)
Extrempunkte:
3x2-x3=x2(3-x)=0,
falls x,=0 oder x3=3
(3) = -9 <0, also Hoch-
punkt,

yy=f(3) =675
H(3]6,75)

7(0) = 0. Da doppelte Nullstelle, findet keine VZW statt;
kein Extrempunkt.

Wendepunkte: 6x -3x2=0, falls x,=0 oder x,=2;
(0) = 6 + 0; also Wendepunkt mit waagerechter Tan-
gente, somit Sattelpunkt.

f”(2) = -6+ 0 also Wendepunkt,

Y = f(2) = 4; Wendepunkt W(2]4).

d) f(x) = -2x + e Y
f(x)=-2+e f(x)=e L
Nullstellen von f: f(x) >0 LT 0| 13

fir xeR, kein Schnitt-
punkt mit der x-Achse
Extremstellen: —% +eX=0 fir x,=-1; f"(x) >0 fur alle

x, also Tiefpunkt

yWert: y;=f(-1)= 2 +4=2 =074, T(-1]0,74)
Wendestellen: e* >0 fiir alle x, keine Wendestelle
e) f(x) = 2sin(3x) +2 hat Periode 6

Beriihrt die x-Achse im Tiefpunkt T(4,5]0)
Hochpunkt: H(1,5]4);
drei Wendepunkte: W,(0]2); W,(312); W5(6]2)
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B IS S A S D S S
f) f(x)= —%cos (%) +2 hat Periode 8

keine gemeinsamen Punkte mit der x-Achse

Tiefpunkt bei x =0: T(0]1,5)

Hochpunkt bei x = 4: T(4]2,5)

drei Wendepunkte:: W,(-2[2); W,(2]2); W5(612)

T T T T T T O :
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 23 4 5 6

7 Zur Funktion f gehort das Kértchen C.

Zur Funktion g gehdren die Kartchen B und D.
Zur Funktion h gehort das Kartchen A.

Zur Funktion i gehdren die Kartchen B, D und F.

8 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

9 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

10 a) Der Punkt S(4]0) ist ein Sattelpunkt, also eine
(mindestens) dreifache Nullstelle. Geht man davon aus,
dass die anderen beiden Nullstellen einfach sind, dann
ergibt sich eine Funktion fiinften Grades. Der Graph sieht
etwa wie folgt aus:

|

Wenn man zum Beispiel bei x = -1 eine doppelte Null-
stelle annimmt, dann erhalt man eine Funktion sechsten
Grades, deren Graph etwa so aussehen kdnnte:



b) Der Graph hat mindestens zwei Extrempunkte, da bei
x =4 ein Vorzeichenwechsel vorliegt.

Zwischen 4 und 6 und zwischen -1 und 4 muss es also
mindestens je einen Extrempunkt geben.

c) Der Graph éndert mindestens dreimal sein Krim-
mungsverhalten. Er hat also mindestens drei Wende-
punkte, da zwischen Sattelpunkt und Extrempunkt immer
mindestens ein weiterer Wendepunkt liegen muss.

Seite 112
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11 a) Moglichkeit A Mbglichkeit B

Lo \

Méglichkeit D

N_
——

y y
8 X
1 1 1 1 1

y

/\ x
} |
1

T — 71
—1&1234 -8

b) Aufgrund des Verlaufs des Graphen der Funktion links
unten nach rechts oben und der doppelten Nullstelle im
Ursprung kommt nur Moglichkeit A in Frage.

c) f(x)=6x%2-12x;

f(x) =12x - 12 . 1]

Wegen f'(2) =0 und 1 1] J
(2) =12 >0 hat der 2 T2 !
Graph der Funktion f an

der Stelle x,=2 einen T

Tiefpunkt T(2|-8).
y-Wert: £(2) =16 - 24 = -8

12 a) f'(x) =1-cos(x); f"(x) =sin(x); f"(x) = cos(x)

Die Nullstellen von ' sind x, = 2kmn (k€Z). Sie sind
zugleich Nullstellen von f”. Da f” bei x, immer das Vor-
zeichen wechselt, sind die Werte von x, die x-Werte von
Sattelpunkten des Graphen von f (und somit hat f keine
Extrempunkte).

b) f"(x) =0 fuhrtzu x, =kn (k€Z). f" wechselt an je-
der seiner Nullstellen das Vorzeichen. Die gesuchten Wen-
depunkte sind also (-2m|-2m); (-m|-m); (0]0); (r|m)
und @2m|2m).
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¢) Nur die Wendepunkte mit x, = 2km sind Sattel-
punkte. An allen anderen hat die Tangente die
Steigung 2.

13 a) (1) f(0)=4, f'(0)=0 und f"(0) = -1 bedeuten,
dass die Funktion f bei x,=0 ein Maximum hat. Der
Graph von f hat einen Hochpunkt bei H(0]4).

) f"(2) =0 und f”(2) + 0 bedeuten, dass die Funk-
tion f an der Stelle x, =2 eine Wendestelle hat.

() f(x) > + fir x — oo bedeutet, dass die
Funktionswerte f(x) fir sehr grofle und sehr kleine Werte
von x gegen + o streben.

(4) f(-x) =f(x) bedeutet, dass der Graph von f sym-
metrisch zur y-Achse ist.

b) Individuelle Losung, z.B.:

14 a) f(-x) =x2-e 2% = g(x).

b) Extrempunkte:

f'(x) = (2x + 2x2)-e2* hat die beiden Nullstellen x,=0
und x,=-"1.

Man betrachtet die Vorzeichen der einzelnen Faktoren u
mit u(x) = 2x2 + 2x und v mit v(x) = e2x der Ableitung f'
und liest an der Stelle x,=0 den VZW von f' von - nach
+ ab, sowie an der Stelle x, =-1 den VZW von + nach

- ab. Folglich hat der Graph der Funktion f an der Stelle
X4 = 0 einen Tiefpunkt T und an der Stelle x, =-1 einen
Hochpunkt H.

x<-1 1-1; 0[ x>0
u(x) + - +
v(x) + + +
' (x) + - +

Der Graph der Funktion f ndhert sich im negativen Be-
reich der x-Achse und hat bei x = -1 einen Hochpunkt.

Soist f(x) <f(-1) fur x<0. f(-1) = é, somit sind alle

Funktionswerte kleiner als é fir x<0.
Aufgrund der Symmetrie sind die Funktionswerte der
Funktion g im positiven Bereich kleiner als é

15 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

16 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

17 f'(x) =3x2+2ax +b hat die Nullstellen
-2a+V4a2-12b

X2 = 6 .
Die gesuchte Beziehung ergibt sich aus der Gleichung
4a2-12b=0. Esgilt |a| =V3b und b=0 oder b =%a2.

Der Wert von c spielt keine Rolle.
Der Wert von b muss nicht negativ sein.
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Schulbuchseiten 112-116

18 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

7 Differenzialrechnung im
Sachzusammenhang

Seite 113
(o]

Einstiegsaufgabe

Der absolute Wert der Schulden nimmt weiter zu: 2013
sind sie hoher als 2010, aber die jahrliche Zunahme ist
weniger geworden.

Seite 115
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1 a) f(2)=03

b) f(t) ist konstant fur t> 20.

c) f(5)-f(0)=06

d) Die Ableitung der Funktion f hat bei x = 8 ein Maxi-
mum, die Funktion f hat dort eine Wendestelle.

2 a) Die Konzentration ist etwa zum Zeitpunkt t =4
am hochsten.

b) Die Konzentration sinkt etwa zum Zeitpunkt t=7 am
starksten.

c) Zeichnet man die Gerade mit y = 20 in das Schaubild
ein bzw. halt man das Geodreieck entsprechend auf die
Zeichnung, kann man die Schnittstellen der Geraden mit
dem Graph ablesen: x; =1; x, = 20. Ab dem Zeitpunkt

t = 20 sinkt die Konzentration unter 20%.

3 a) f(6)=cos(g-6) +15=cos(m) +15=-1+15=05

Der Pegelstand um 6:00 Uhr betragt 0,50 m.
b)

X
- - - - | I - - | I -
LI LI T LI LI LI T LI T

]
T T T T
2468 10 12 14 16 18 20 22 24

o

c) Im Beobachtungszeitraum ist der Pegelstand von
4:00 Uhr bis 8:00 Uhr und von 16:00 Uhr bis 20:00 Uhr
unter 1 m.

Rechnerisch:

cos (%) +15=1
cos (%) =-0,5

Fir 0 =x = 2m bedeutet dies:
%’TS%S%’T, also 4=x=<8.
Entsprechend erhélt man fir 2m<x<4m:
16 = x = 20.

f(18)-f(14) 05-2 3
@) TR 2R

Die durchschnittliche Pegelstandsdnderung betragt —% %
e) Das starkste Gefélle am Nachmittag ist im Wende-
punkt. Der Graph schneidet die Gerade y = 1,5, auf der
alle Wendepunkte liegen bei x =15 am Nachmittag.
Dort ist das starkste Gefalle.
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f) f(x)=-gsin(gx) und f(16) = -Zsin(g-16) = -0,45
Die momentane Pegelstandsanderung um 16:00 Uhr
betrégt etwa - 0,45

4 Zu (1) gehort Kartchen D.
Zu (1) gehoren die Kartchen A, C, E.
Zu (I11) gehort Kartchen B.

5 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

6 a) f(5) = 38,5. Der Laufer hat nach 5 Sekunden etwa
38,5m zurlickgelegt.
b v= 1010 _385_o,
Die durchschnittliche Geschwindigkeit in den ersten 5 Se-
kunden betragt 772 - 27725,
c) Die momentane Geschwindigkeit entspricht der Ab-
leitung an der Stelle t=0,5.
f'(t) = 0,0224t3 - 0,6t2 + 4,8t
'(0,5) = 2,2528
Die Geschwindigkeit des Laufers nach 0,5s betragt ca.
m _ gqkm
2,257 = 81"
d) £(10) =96
Nach 10 Sekunden hat der Laufer erst 96 m zurtickgelegt.
e) £(10,1) = 97,038
£(10,2) = 98,071
£(10,3) = 99,099
£(10,4) = 100,12
Nach etwa 10,4 Sekunden héatte der Laufer demnach das
Ziel erreicht.

Seite 116
(o]

7 a) 1960: s(10) = 1101 m;

2000: s(50) = 5581m

Die zuriickgelegte Strecke im Zeitraum von 1960 bis 2000
betragt 4480m = 4,5km

b) Durchschnittsgeschwindigkeit von 1950 bis 1970:

5(20) - s(0)

g = 1101‘%

Durchschnittsgeschwindigkeit von 2000 bis 2020:

5(70) - s(50)

e = 125%

¢) Momentane Geschwindigkeit:

v(t) = s'(t) = 0,00756t2 + 0,227t + 111

d) s'(80) = 177,54

Die Geschwindigkeit, mit der sich der Gletscher im Jahr
2030 talabwérts bewegt, betragt 177,5413%.

8 a) f(1M) = 468. Also waren um 11 Uhr 468 Besucher
auf dem Schulfest.

b) f'(t)=-3t2+48t-17=0 liefert t;=3 und t,=13.
Fur 3<t<13 gilt: f'(t) >0, also steigt im Zeitraum von
7:30 Uhr bis 13 Uhr die Besucherzahl fortwahrend an.

¢) Die meisten Besucher waren um 13 Uhr auf dem
Schulfest (siehe Teilaufgabe b)), es waren 520 Besucher.
Die wenigsten waren entweder zu Beginn oder zum Ende
des Schulfestes da.

f(7,5) = 232 und f(16,5) = 293, also waren zu Beginn
des Festes um 7:30 Uhr am wenigsten Besucher auf dem
Schulfest, namlich nur 232.



d) f'(t)=-6t+48; f'(t)=0 fur t=8. Der Besucher-
anstieg war um 8 Uhr am grofiten.

9 a) Die Periode der Funktion betrégt 1. Somit bens-
tigt das Pendel 1 s bis es wieder in der Ausgangposition
ist, in der es losgelassen wurde. Das Pendel erreicht die
Gleichgewichtslage zum ersten Mal nach 0,25sec.

b) Das Pendel hat nach 0,5s und nach 1,5s den linken
Umkehrpunkt erreicht. Die Momentangeschwindig-

keit kann mit v(t) = s'(t) = =107 sin(2m-t) berechnet
werden.

Esist v(0,5) =s(0,5) = -10m-sin(2m-0,5) = 0 und
v(1,5)=s'(15) =-10m-sin(2m-1,5) = 0.

c) Geschwindigkeit durch die Gleichgewichtslage auf
dem Weg nach links:

v(0,25) = s'(0,25) = -10m-sin(2m-0,25) = -10m
Geschwindigkeit durch die Gleichgewichtslage auf dem
Weg nach rechts:

v(0,75) = s'(0,75) = =107 -sin(27m-0,75) = 10 7.

Die Geschwindigkeit durch die Gleichgewichtslage auf
dem Weg nach links betrégt —31,4?; auf dem Weg nach
rechts 31,47,

10 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

11 a) f(t) =30te 025 f(t) = -(6t-30)-e 02t
-(6t-30)-e792t=0; das gilt, wenn 6t-30=0, also
wenn t=5. f(5) = 55,2.

Die hochste Konzentration im Blut betragt 55,2$ nach 5

Stunden.

b) f'(t)=0,2-(6t - 60)- €02t

0,2-(6t-60)-e02t=0

Das gilt, wenn 6t -60 =0, also, wenn t=10 - x3

Nach 10 Stunden nimmt die Konzentration am meisten
ab.

¢) f(t)=30te %2t <10; daraus folgt t > 20,63.

Nach 20,63 Stunden, also 20h 38 min, sinkt die Konzen-
tration unter 10?.

12 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

Exkursion: Der Streit um die Ableitung
Seite 119

1 Individuelle Lésungen

Training
Seite 120
o

1 a) Monotonieverhalten:

Fur x <2 wachst der Graph von f streng monoton.
Fur x > 2 fallt der Graph von f streng monoton.

b) Monotonieverhalten:

Fur x <1 wachst der Graph von f streng monoton.
Fur 1<x <4 fallt der Graph streng monoton.

Fir x > 4 wachst der Graph von f streng monoton.

Schulbuchseiten 116-120
o

¢) Es handelt sich um eine trigonometrische Funktion

mit Periode 6. Fir 0 < x < 3 ist der Graph der Funktion
streng monoton fallend.

Fur 3 <x <6 ist der Graph streng monoton wachsend.

2 a) Der Graph ist rechtsgekriimmt im Intervall fiir

x < 3. Fir x >3 ist der Graph linksgekrimmt.

b) f(x)=(x-1)-e™%

fx)=e*-(x-1)-e*=(2-x)-e%;
f'(x)=-e*-(2-x)-e*=(x-3)-e*

Die lineare Funktion u(x) = x - 3 hat an der Stelle x =3
eine Vorzeichenwechsel von - nach +. Da die Funktion
v(x) = e™* nur positive Funktionswerte hat, hat auch die
zweite Ableitung f” an der Stelle x = 3 einen Vorzeichen-
wechsel von - nach +. Der Graph der Funktion f wechselt
folglich dort von einer Rechtskriimmung in eine Links-
krimmung.

3 a)
Graph von f

Graph von f”

3_
2_

/1 Graph von f’
/]

]

i

\‘ ——xd f f F——xd /

Im Intervall [-4; 0] ist die Kurve linksgekrimmt, im Inter-
vall [0; 4] ist die Kurve rechtsgekrimmt
b)

4T =f
y- 00 y=1()

Im Intervall [-1,5; 1,5] ist die Kurve rechtsgekrimmt,
auBBerhalb ist sie linksgekrimmt.

4 a) f'(x)=-3x2+6; y

f'(x) = -6x; f"(x)=-6

Achsenschnittpunkte: 4

mit der x-Achse N;(0]0); 2

Nz(\/g|0> und Ng(—\/g|0>. R —t N

Tiefpunkt ist T(-V2|-4V2); 3
Hochpunkt ist H(\/§|4\/§);
Wendepunkt ist W(0|0).
Wendetangente ist t: y = 6x.
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b) f’(x)=%x3 - X y
f7(x) = x2 - 1; f(x) = 2x W, 1{ W,
Achsenschnittpunkte: LAY - W /%

Mit der x-Achse N,(0]0); 3
Nz(\/g|0) und

Ns (V6 0).

Hochpunkt ist H(0]0).
Tiefpunkte sind T1(\/§|—%) und Tz(—\/§|—%).

Wendepunkte sind W, (1|—%) und W2<—1|—%).

Die Wendetangente in W, ist t;: y = —%x + %

Die Wendetangente in W, ist t,: y = %x + %

c) Ableitungen: f'(x) = —%xg +3x%x2 - 4x;

f'(x) = -2x%2+ 6x - 4; f"(x)=-4x+6

Nullstellen: xz(—%x2 +X - 2) =0 hat nur die Losung

X, =0 (doppelt).

mogliche Extremstelle: f'(x) =0 &

—%x3 +3x2-4x= x(—%x2 +3x - 4) =0

hat nur die Losung: x; = 0.

f'(0) = -4 < 0, bei x,=0 ist daher ein Hochpunkt.
Wendepunkte: f'(x) =0 -2x2+6x-4=0

hat die Losungen x, =1 und x5 =2.

Uberpriffung: (1) =2+0; f"(2)=-2+0

Bei x,=1 und x3=2 liegen Wendepunkte.
y-Koordinaten: yy = f(0) = 0; yy, = f(1) = —%; yw, = f(2) = -
Hochpunkt: H(0]0);

Wendepunkte: W, (1 | - %); W, <2 | - g)

8
3

y

24+

d) Ableitungen: f'(x) = eX - 4x; f"(x) = eX - 4; f"(x) = eX
Nullstellen: Wertetabelle zeigt im Intervall [-1; 0] einen
Vorzeichenwechsel, sowie in den Intervallen [1; 2] und
[2; 3]. Durch Verkleinerung der Schrittweite erhalt man
die Nullstellen x, =-0,55; x,=1,49 und x5 = 2,62.
Mogliche Extremstellen: f'(x) =0 & eX-4x=0
Vorzeichenwechsel im Intervall [0; 1] und [2; 3].

Mit Verkleinerung der Schrittweite erhalt man

X4 = 0,36 und xg5 = 215.

An der Stelle x, hat die Ableitung einen VZW von + nach
-;d.h.bei x,=0,36 ist ein Hochpunkt.

An der Stelle x5 hat die Ableitung einen VZW von - nach
+;d.h. bei x,=2,15 ist ein Tiefpunkt.
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Mdgliche Wendestelle: f'(x) =0 & e*-4=0 &
Xg = In(4) = 1,38. Uberpriifung: f"(In(4)) =4+ 0

Wendepunkt: W(1,38]0,16) (y-Wert gerundet).

5 a) Die Periode der Funktion f ist 2.
Hochpunkte liegen bei x, =3 und bei x, = 5—2”:
Hy(5]5) und H,(3Fs5).

Tiefpunkte liegen bei x5 = 37 und bei x, = %ﬂ >10: im

Intervall [0; 10] nur ein Tiefpunkt T(%ﬂ 1>.

Wendepunkte liegen bei x5 =0; xg=1; X;=2m und
Xg =31 W,(0]3); W,(mt|3); W5(2m|3) und W,(3m|3).

YV H, H,

o
N=

=

w

3
N
=

w

B
w
El

~

S
S
=

0

1
Ul
=

o

1

3
o
=

b) Die Periode von fist 4.

Hochpunkte liegen bei x; =0 und bei x, =41 > 10:
Hochpunkt im Intervall [0; 10] ist H(0|-0,5).

Tiefpunkte liegen bei x5 = 2m: Tiefpunktist T(2m|-3,5).
Wendepunkte liegen bei x, =1 und x5 =37

W, (@tl-2) und W,(3m|-2).

¢) Die Periode von f ist 8.

Ein Hochpunkt liegt bei x,; = 6: Hochpunkt ist H(6]2,5).
Tiefpunkte liegen bei x, =2 und bei x5 =10: Tiefpunkt
ist T,(210,5) und T,(10]0,5).

Wendepunkte liegen bei x, = 0; x;=4 und x¢=8.
W,(011,5); W,(4[1,5) und W5(8]1,5).

y
75T
5__
H
5+ w. w
22w, T, 1 AN -
5 ! : : . : :
25 5 75 10 12,5 15



6 a) Auf den Graphen der Funktion f treffen die Eigen-
schaften A und C zu.

b) Auf den Graphen der Funktion f trifft die Eigenschaft
D zu, auf die Funktion f trifft die Eigenschaft E zu.

c) Auf den Graphen der Funktion f trifft die Eigenschaft
B zu.

Seite 121
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7 a) Achsenschnittpunkte N(-1]0) und A(0|-2)
T(1|-4) ist ein Tiefpunkt, denn f(1) =-4, f(1)=0 und
") =3>0.

H(2]2) ist ein Hochpunkt, denn f(2) =2, f(2)=0 und
f"(2)=-5<0.

A(0]|-2) ist ein Wendepunkt, denn f(0) = -2,

f’(0) =0 und f”(0)=2+0.

N(-1]0) ist ein Sattelpunkt, denn f(-1) =0,

f'(-1) =0 und f”(-1)=-2+0 undauch f'(-1)=0.

b) S(0]0) ist einen Sattelpunkt, der sogar im Ursprung
liegt, denn es ist f(0) =0, f'(0) =0, f"(0) =0 und

f(0) # 0.

W (2] -4) ist Wendepunkt des Graphen, denn an der
Stelle x=2 ist f(2)=-4, f'(2)=0 und f"(2) # 0.
T(3]|-6,25) ist Tiefpunkt des Graphen, denn an der Stelle
x=3 ist f(3)=-6,25 f(3)=0 und f"(3)=9>0.

8 a) Nach etwa 1,5 Stunden ist die maximale Menge
von ca. 0,27 ml des Medikamentes im Blut.
b) Nach ca. 2,5 Stunden ist der Abbau des Medika-

mentes mit etwa 0,1 le am grofdten, denn der Graph

hatin W(2,5]0,2) einen Wendepunkt mit der Steigung
f(2,5) = -0,1.

9 a) Richtig. AufSer an den Réndern des Intervalls |
ist f'(x) <0 in . Im Intervall ]0; 2 ist f daher streng mo-
noton fallend.

b) Falsch, da f(\/f) + 0. (Es handelt sich um einen
Wendepunkt.)

¢) Richtig, denn f'(2) = 0 und es liegt ein Vorzeichen-
wechsel von ,-“ nach ,+" vor.

d) Richtig. Der Graph von f’ hat genau drei Stellen, an
denen die Tangente parallel zur x-Achse verlauft.

10 a) Wahr. Denn f'(x) = 0 ist notwendige Bedingung fiir
eine Extremstelle.

b) Falsch. Gegenbeispiel f(x) = x3. f'(0) = 0, aber an der

Stelle x =0 hat der Graph von f einen Sattelpunkt.

¢) Falsch. Gegenbeispiel f(x) = x“.

f'(0) =0 und f"(0) = 0, aber an der Stelle x = 0 hat f ein
Minimum.
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11 Individuelle Lésungen, z.B.:
a) f(x)=-2x

f(x) = -2

b) f(x) =x3 ) f(x)=x2-(x-2)
d) f(x) = 2%
y
3__
2__
f(X)zlzx 1 1 L) 1 1 1 X
VIRTRAR. NSRS
..1__
f(x) =x3

e) f(x) = —%x3 =% () =-x2-1

y
24

1__

f) f6)=-3(x-5?% y=-2x-8

y — 9y —
i /y 2x|8 «
T

o

3T £0) = = 5(x - 52

12 a) G(X) =EX) - K(X) (E(x) Erlosfunktion)
G(X)=7x- (0,01x3-0,6x2+13x)
=7x-0,01x3+0,6x2-13x
=-0,01x3+0,6x2 - 6x
b) Gesucht ist das Maximum der Funktion G:
G'(x)=-0,03x2+12x -6
G"(x)=-0,06x +1,2
Notwendige Bedingung:
G'(x)=0
-0,03x2+12x-6=0
x2-40x +200=0
Xq = 20 £ 1202 - 200 = 20 + 1012
Xq = 5,86; x, = 3414

| :(-0,03)

Il Extremstellen und Wendestellen
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Hinreichende Bedingung: G"(x) + 0 bei x, bzw. x,

G"(x,) > 0, also Tiefpunkt bei x = 5,86;

G"(x,) < 0, also Hochpunkt bei x = 34,14.

G(34) = 96,56

G(35) = 96,25

Betrachtung der Definitionsrander:

G(0) = 0 < 96,56

G(50) = -50 < 96,56

Bei der Produktion von 34 Bauteilen ist der Gewinn mit
ca. 96,56 € am grofdten.

c) Durch den niedrigeren Verkaufspreis ergibt sich, dass
das Unternehmen keinen Gewinn macht. Bei einer Stiick-
zahl von x = 30 heben sich Umsatz und Kosten auf. Fir
alle anderen produzierten Stiickzahlen macht das Unter-
nehmen Verluste.

Graph der Gewinnfunktion bei einem Verkaufspreis von
4€ pro Bauteil:

Seite 122
(o] (o]

13 a) Die kiirzeste Strecke, die Maya zurticklegen muss,

betragt 50m.

b)
250+
200+
150+
00

\W/

o T

NP% N

|
T
8 10 12 14 16 18 20 2

246

¢) s(t) =100, ergibt die Gleichung: cos(%t) = 0,5. Diese

ist fiir gt=3 erfilllt.

Daraus ergibt sich der Zeitpunkt t =2, also 4:00 Uhr, eine

weitere Losung ist wegen der Achsensymmetrie der Kosi-

nusfunktion bei t=-2, also bei 0:00 Uhr.

Die Periode der Funktion betrdgt 12; weitere Losungen

sind somit t=10 und t=14. Maya kann in dem Zeitfen-

ster zwischen 12:00 Uhr und 16:00 Uhr windsurfen gehen.

d) s'(t) =100--sin(%t),

s'(14) = 100-2-sin (Z-14) = 100-Z -sin (2"
- 20015 - 4534m)h

Um 16:00 Uhr betrégt die momentane Anderungsrate der

Strecke 45,34 m/h.

e) Die momentane Zunahme ist an den Wendepunkten
des Graphen am grof3ten (dafiir ist die notwendige Be-
dingung: s”"(t) = 0).

L60 11l Extremstellen und Wendestellen

s"(®) =100+ (%)"-cos (%- 1)

s"(t) = 0, wenn cos (g-(t) =0 ist.

Also fur Z-(t) =% oder Z-(t) = 2.

Man erhalt: t=3 und t=09.

Da die Periode 12 ist, gibt es weitere Losungen fur t =15
und t="19.

Daher ist nachmittags um 17:00 Uhr die momentane Zu-
nahme am grofiten.

f) s(16) = 100 cos (g-16) + 150
= =100 cos (&) + 150 = -100-(-0,5) + 150 = 200
s(14) = =100 cos (% -14) +150
= =100 cos (Z*) + 150 = =100+ 0,5 + 150 = 100
s(14) + 2-5'(14) = 100 + 2- 45,34 = 190,68

Die Abschatzung ist etwas zu gering, da die Anderungs-
rate noch bis 17:00 Uhr zunimmt.

14 Die Aussage A gilt immer.

Begriindung: f(x) =ax2+bx+c, f(x)=2ax+b;

f’(x) = 2a + 0 fur alle x. Der Graph von f ist folglich
entweder Uberall rechtsgekriimmt oder tiberall linksge-
krimmt und besitzt keine Wendestelle.

Aussage B gilt immer. f(x) = ax3+bx2+cx +d;

f'(x) =3ax2+2bx+c; f'(x)=6ax +2b ist linear und hat
somit eine eindeutig Nullstelle mit Vorzeichenwechsel.
Die Nullstelle ist gleichzeitig die Extremstelle der ersten
Ableitung. Da die erste Ableitung eine quadratische Funk-
tion ist und der Scheitelpunkt in der Mitte der beiden
Nullstellen liegt, liegt die Wendestelle der Funktion f in
der Mitte der Extremstellen der Funktion f.

Aussage C ist falsch. Die Funktion f(x) = x3 hat keine Ex-
tremstellen, sie hat nur einen Sattelpunkt.

Aussage D gilt z.B. fiir n = 2 nicht.

Fur n = 3 gilt die Aussage immer (vgl. Antwort zu Aussa-
ge B).

Fir n = 4 kann die Aussage falsch sein (z.B. f(x) = x*) oder
richtig sein (z.B. f(x) = x* - 2x* +1).

Grundsatzlich &8sst sich fir jedes n > 3 mindestens eine
Polynomfunktion (Potenzfunktion) angeben, fiir welche
die Aussage falsch ist:

Der Graph von f mit f(x) = x" besitzt fir gerades n einen
Tiefpunkt, fiir ungerades n genau einen Wendepunkt mit
waagerechter Tangente.

Aussage E ist richtig. Der Graph ist in der Umgebung
eines Hochpunktes rechtsgekriimmt, in der Umgebung
eines Tiefpunktes linksgekriimmt. Da man den Graphen
ohne Absetzen zeichnen kann, muss es einen Krim-
mungswechsel an einer Wendestelle geben.

Aussage F ist falsch, z.B. hat die Funktion f(x) = %x‘* - x3,
die Ableitungen f'(x) = x3 - 3x2=x2(x - 3) und

f'(x) = 3x2 - 6x = 3x(x - 2). Die Funktion hat eine Ex-
tremstelle bei x =3 und zwei Wendestellen bei x, =0
und x, = 2. Somit liegt keine Extremstelle zwischen den
beiden Wendestellen.

15 Aussage A ist falsch. Auch wenn zwei Funktionen
dieselbe Ableitung haben, sind sie nicht unbedingt iden-
tisch.



Beispiel: f(x) =x2 und g(x) =x2+1

(Ableitungen: f'(x) = g'(x) = 2x).

Aussage B ist wahr. Wahr. Da die beiden Funktionen an
jeder Stelle dieselbe Steigung haben, kénnen sie sich nur
durch eine Verschiebung in y-Richtung unterscheiden.
Es gilt also f(x) = g(x) + d, d€R. Die Differenz

f(x) - g(x) = d ist konstant.

Aussage C ist wahr. Da die Graphen an allen Stellen die-
selbe Steigung haben, verlaufen ihre Tangenten immer
parallel. Sollte auch ein y-Wert Uibereinstimmen, miissen
wegen derselben Steigung auch alle anderen y-Werte
libereinstimmen, in diesem Fall sind sie identisch.

16 a)Der Graph der Funktion h=f-g mit

h(x) = 3x* - 4x3 + 2 verlduft vom Il. zum |. Quadranten.
Bestimmung der Extrempunkte:

h'(x) = 12x3 - 12x2 = 12x2- (x - 1).

h" hat bei x, =0 eine doppelte Nullstelle ohne Vorzei-
chenwechsel und bei x, =1 eine einfache Nullstelle mit
Vorzeichenwechsel von - nach +, d.h. der Graph von h
hat den einzigen Tiefpunkt bei x, =1 mit

h(1) =1 > 0. Wegen des Verlaufs und des positiven
y-Werts des Tiefpunkts liegt der Graph von h immer

iber der x-Achse, er kann sie also nicht schneiden.

Daher ist f(x) > g(x) fir alle x€R.

b) Der Graph der Funktion h= f-g mit

h(x) = -x* + 2x2 - 2 verlduft vom IIl. zum IV. Quadranten.
Bestimmung der Extrempunkte: Ableitungen:

h'(x) = -4x3+4x=-4x(x2-1); h"(x) = -12x2 + 4,

h"hat an den Stellen x;=0 und x,5=*1 Nullstellen.
Wegen h”(0) =4 und h"(x1)=-8 liegt bei x,;=0 ein
Minimum und bei x,3 = +1 jeweils ein Maximum vor. Da
h(x1) =-1<0 kann der Graph keinen Schnittpunkt mit
der x-Achse haben und somit gilt fiir alle x€R:

f(x) < g(x).

¢) Der Graph der Funktion h=f-g mit h(x) = e* - 2x
verlauft vom II. zum I. Quadranten.

Bestimmung der Extrempunkte: Ableitungen:

h'(x) =e*-2; h"(x) = eX

h" hat an der Stelle x,=In(2) eine Nullstelle und es gilt
h"(In(2)) =2 > 0, d.h. bei x,=In(2) liegt ein Tiefpunkt vor.
Wegen des Verlaufs und wegen h(In(2))=2-2-1n(2)>0
liegt der Graph von h immer Uber der x-Achse, er kann sie
also nicht schneiden. Daher ist f(x) > g(x) fur alle xeR.

17 Ableitung: f'(x) = %xz - S%X

a) Esist zu zeigen, dass die Funktion f streng monoton
fallt.

f(x) = 595X (x - 10)

f'(x) hat fiir 0 =x =10 nur die Nullstellen x;,=0 und
X, =10.

Fur den Faktor x - 10 von f' gilt:

x=-10<0 fir alle x mit 0<x<10.

Da der Faktor x von f" positiv ist, gilt insgesamt:

f'(x) <0 furalle 0<x<10.

Die Funktion f ist damit im Intervall ]0; 10[ streng mono-
ton fallend; das Flugzeug verliert stets an Hohe.

b) f'(5) = -0,45

Schulbuchseiten 122-125
o

Fur x =5 betrdgt die momentane Héhenabnahme

045 (fcter )

c) Tangente an den Graphen von f im Punkt P(5|f(5)):
f(5) =1,5; Tangente:

y=-045(x-5)+15=-0,45x + 3,75

Ansatz: y =0 mit der Losung x5 = 8,33

Aufsetzwinkel: tan(x) = f'(5) = -0,45, also o = (-)24,2°.
Das Flugzeug wiirde unter einem Winkel von ca. 24,2°
ca. 833 Meter von der Stelle entfernt landen, tUber der es
sich zum Beobachtungsbeginn befunden hat.

18 a) Die Aussage ist nicht allgemein giiltig; der Graph
von f(x) = x3 hat einen Schnittpunkt mit der x-Achse.
Der Graph der Ableitungsfunktion f'(x) = 3x2 hat eben-
falls einen Schnittpunkt mit der x-Achse. Handelt es sich
jedoch bei den Schnittpunkten um einfach Schnittpunkte,
so wadre die Aussage richtig, weil sich zwischen zwei
Schnittpunkten jeweils ein Extrempunkt befindet.

b) Die Aussage ist richtig. Spiegelt man die Graphen der
Funktion f an der x-Achse, erhélt man die zugehdrigen
Funktionsterm g(x) = -f(x). Fur die Ableitungen gilt
dann: g'(x) = -f'(x). Somit wird die Ableitung ebenfalls
an der x-Achse gespiegelt.

c) Die Aussage ist richtig. Durch Verschieben in x-Rich-
tung eines Graphen werden auch die Steigungen des
Graphen nach rechts verschoben. Die Funktion

g(x) = f(x - ¢) wird mit der Kettenregel abgeleitet.

Da die innere Ableitung von f genau 1 ist, veréndert sich
die Steigung nicht. Es gilt g'(x) = f'(x).

Priifungsvorbereitung

o Seite 124 und 125

Die Losungen zur Priifungsvorbereitung finden Sie am
Ende vom Schulbuch.
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Schulbuchseiten 128-133

IV Integralrechnung

Seite 128 und 129
o] (o]

Die Losungen zum Check-in finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

1 Rekonstruktion von Grofien

Seite 130
(o]

Einstiegsaufgabe
Der Aufzug fahrt 18s nach oben, wartet dann 6s, fahrt
dann 12s nach unten und steht dannqwieder still.

Der Aufzug beschleunigt mit jeweils 3 ; bzw. mit —%g bis

zur konstanten Geschwindigkeit von 1% bzw. bremst mit
-17. Er legt beim Hinauffahren eine Strecke von 15 Me-
tern zurlick, beim Hinabfahren 9 Meter. Dies lasst auf
eine Stockwerkhdhe von 3 Metern schlief3en. Der Aufzug
féhrt zuerst hinauf in den 5. Stock und dann hinunter in
den 2. Stock.

Seite 132
(o} o
1 a) Orientierter Flicheninhalt: 8 +5+ 6 = 19.

Die Menge im Tank nimmt in den dargestellten 6 min um
191 zu.

b) Orientierter Flacheninhalt: 4 + % 4-4+10 = 22.

Die Menge im Tank nimmt in den dargestellten 6 min um
221 zu.

¢) Orientierter Flacheninhalt:

324 -4-3-1-2+3-1-2 = 0. Die Menge im Tank
nimmt in den dargestellten 6min um 01 zu; Zufluss und
Abfluss sind gleich grof.

2 a) 4m b) 10mm

c) 2001 d) 10bar

3 A:5m; B:50m; C:25m

4 a) Der Ballon bewegt sich zu Beginn mit 17 nach
oben, beschleunigt dann und fahrt nach 5s mit einer
Vertikalgeschwindigkeit von 1,57 . Nach weiteren 5s

reduziert sich seine Vertikalgeschwindigkeit auf 07 und
nimmt dann wieder auf 17 zu, bevor sie sich wieder re-
duziert und ab t =20 negativ wird. Das heifdt,ab t=20
fahrt der Ballon nach unten. Bei etwa t = 22 sinkt er mit
der konstanten Vertikalgeschwindigkeit von -17%.

b) Der orientierte Flacheninhalt in [0; 35] ist positiv

(ca. 11 K&stchen unterhalb und 15 oberhalb der t-Achse).
Daher befindet sich der Ballon nach 35s hoher als bei 0s.
c) Die Hohendifferenz betrdgt etwa 5m (Differenz in
Kastchen: etwa 4; vier Kastchen entsprechen 5m).

5 a) Orientierter Flicheninhalt: (8 + 18) FE = 26 FE;
dies entspricht einer Gesamtanderung von 26 m3. Im Tank

befinden sich nach Ende des Fiillprozesses 36 m3 Wasser.

b) 3—36 =12, d.h, nach 12 Minuten ist der Tank leer.

L62 v Integralrechnung

Seite 133
(o]

6 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

7 a) Im Behélter muss eine Menge von 8 m3 enthalten
sein (orientierter Flacheninhalt im Intervall [0; 5]).

b) Am Ende des Zuflusses, nach 9 Minuten, ist die Menge
im Behalter maximal.

¢) Zu Beginn sind 12m?3 im Tank. Dann werden zun&chst
8m3 entnommen, anschlieRend flieBen 9m3 zu, so dass
maximal 13m3 im Tank sind.

d)
Fiillstand (in m3)
1%+
24
. . . . . Zeit (inI min)
0 T T T T T T
2 4 6 8 10 12
8 a) Skizze:
y
31
24

_1/
Orientierter Flacheninhalt im Bereich [0; 1]: -0,5FE
Orientierter Flacheninhalt im Bereich [1; 3]: 2FE
Orientierter Flacheninhalt im Bereich [0; 3]:
(-0,5 + 2)FE = 1,5FE
b) (1) [0; 4]; [-1;3]
3 [-40]; [-573]

9 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.



10 1 Ké&stchenflache entspricht 1000 Menschen.

a) 90 Minuten vor Spielbeginn warten 2000 Menschen.
70 Minuten vor Spielbeginn sind 5000 Menschen an-
gekommen und 4000 eingelassen worden; es warten
1000 Menschen.

b) Die Warteschlange ist 30 Minuten vor Spielbeginn am
l[@ngsten. Es warten dann 2500 Menschen.

11 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

2 Berechnen von Flacheninhalten

Seite 134
o

Einstiegsaufgabe

Archimedes hat den Kreis von innen und aufien durch
regelmafige Vielecke angendhert und dabei systematisch
die Anzahl der Ecken erhoht, um den Kreis immer besser
anzundhern.

Die Flacheninhalte der Vielecke lassen sich leicht berech-

nen. So kann man einen Naherungswert fiir den Flachen-

inhalt eines Kreises bestimmen.
Seite 136

(o]

1 a)25 b) 2,5 0 -35
4

2 a) [3dx=7-3=21
3

y
44

Schulbuchseiten 133 -

2

1

2_
o
_2_
— 4
6
e) J(x - 3)dx
21
34
24

136
o
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Schulbuchseite 136

4

) [@-xdx=24-4-222-8-2-6

-2

I
N
N

21

9
) [(1-3x)dx=22-6-22:6=6-6=0
-3

Die beiden Flachen sind gleich grof3.

y
24
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3 (1) gehort zu D, (I1) zu B, (111) zu E und (IV) zu C.
Skizze zu A:
y
9+
81
74
641
5l
4+
3+
24
14
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 X
54 -3 N - 123 4 5. 6 7
214
4 a) Der Graph ist punkt- y
symmetrisch zum Ur- 1
sprung und die Grenzen [ 1] | X

liegen bei -1und 1. Damit 3 5 4 O 2
ist die Flache unter der x- -1
Achse im Intervall [0; 1]

die punktgespiegelte Flache tber der x-Achse im Intervall
[-1; 0].

Die Werte der Inhalte fir die orientierten Flachen heben
sich auf und damit ist der Wert des Integrals 0.

0 1
J(-x)dx = —J(—x)dx

A 0

b) Der Graph der Funktion y
liegt ausschieBlich ober- 2
halb der x-Achse und da-
mit sind die beiden Teilf-
l[@cheninhalte jeweils
positiv. Der Wert des Inte-
grals ist positiv und nicht 0:

T T
-31-2-1 1

0 3
J%xzdx >0 und J%xzdx >0; dann ist
-3 0

31 o1 31
To2dy = [Ay2 4 [1y2
J4xdx J4x +J4xdx>0.
I3 I3 0

c) Der Graph ist punkt-
symmetrisch zum Ur-
sprung. Durch die Gren-
zen =10 bis 10 erhalt man
zwei punktsymmetrische
Flachenstilicke oberhalb
und unterhalb der x-Ach-
se. Der Wert des Integrals
ist 0, denn es gilt:

0 10
2x3dx = - | 2x3dx.

J J

=10 0

d) Der Graph ist ebenfalls 1 v
punktsymmetrisch zum
AN | | |
Ursprung, jedoch liegt anl lm | !
n “TSE 4
das Intervall [—n; 5] -1




nicht symmetrisch zum Urspung, so dass die entstanden
Flachen keine Symmetrie aufweisen. Die Flache unter der
x-Achse ist grofier, daher ist der Wert des Integrals nega-

s

0
tiv und es gilt: - J sin(x)dx > Jsin(x) dx
3 !
-1
5 a) [fo0dx=-A=-03
-2
0
b) [fx)dx=-A,+A,=-03+08=05
-2
3
o [foodx=As-A=29-11=18
0
3
d) [F00dx=A,+As-A,=08+29-11=26
-1
2
e) [fo0dx=A,+A;=08+29=37
-1
~03+08+29-11=23

3
) [foodx=-A+ A+ A=A, =
-2

6 InTeilaufgabe ist der Graph zu falsch beschriftet,
tatsachlich handelt es sich um den Graphen von

y=-075x2+3.
4 2

a) [ ldx b) [(-0,75x2 +3)dx
1 -2
0 _f(%—1)dx d) j[(eX—O,S)dx
4 2
Seite 137

7 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

8 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

9 a) Das Integral ist positiv, da der Graph des Inte-
granden im Intervall [10; 80] vollsténdig oberhalb der
x-Achse verlauft.

b) Das Integral ist negativ, da der Graph des Integranden
im Intervall [10;11] vollstandig unterhalb der x-Achse
verlauft.

c) Das Integral ist null, da der Graph des Integranden
symmetrisch zum Ursprung ist und die Grenzen spiegel-
bildlich zur y-Achse liegen.

d) Das Integral ist positiv, da der Graph des Integranden
im Intervall [-3; 3] vollstandig oberhalb der x-Achse ver-
Euft.

e) Das Integral ist null, da der Graph des Integranden im
Intervall [0; 271] gleich grofie Flachen ober- und unter-
halb der x-Achse begrenzt.

10 a) ZB. a=0 und b=2; a=-1und b=3;
a=-2 und b=4.

b) ZB.a=0und b=1 a=-1und b=2;
a=-2 und b=3.

Schulbuchseiten 136-137
o

¢) ZB.a=0und b=6; a=1und b=5;
a=2 und b=4

d) ZB.a=0und b=3; a=-1und b=4;
a=-15 und b=45.

11 a) Der Graph von f mit f(x) = x2 ist achsensymme-
trisch zur y-Achse. Daher haben die Integrale Uber den
Intervallen [-5; -2] und [2; 5] den gleichen Wert.

b) Der Graph von f mit f(x) = 3x2 ist achsensymme-
trisch zur y-Achse. Daher haben die Integrale tber den
Intervallen [- 4 0] und [O 4] denselben Wert. Damit

ist Jszdx— J3x2dx+J3x2dx 2- Jszdx

) Der Graph von f mit f(x) (x - ’I)2 ist achsensymme-
trisch zur Geraden x = 1. Die beiden Intervalle [-2; 0]
und [2; 4] liegen symmetrisch zur Geraden mit der Glei-
chung x =1. Daher haben auch die Integrale denselben
Wert.

12 Die Funktion v(t) = 0,5-t beschreibt die Geschwin-
digkeit in der Einheit se¢ zum Zeitpunkt t fir 0<t=<5 in
der Zeiteinheit Sekunden (sec).

a) Skizze:

3 v(t) (in?)

2 v
1
. t(inI m)

l l
I T T T T T
0L 112 3 4 5

b) Die gefahrene Lange der Strecken l&sst sich mit dem

Integral J t)dt =1 bzw. J t)dt = 2 berechnen.

c) Die Geschwmdlgkelt des Autos wird ab der flinften
Sekunde durch die Funktion v(t) = v(5) = 2,54 be-
schrieben. Der zuriickgelegte Weg s(15) in den ersten
15sec lasst sich folglich durch die Summe der Integrale

4 15
[v®dt+ [w(®dt, d.h.durch die Summe der Fléchenin-
0 5

halte eines Dreiecks und eines Rechtecks berechnen:
s(15) = % 5-2,5+10-2,5 = 31,25. Das Spielzeugauto legt
in den ersten 15sec eine Strecke von 31,25m zurlick.
Bemerkung: Da bei dieser Aufgabe der Buchstabe s die
Bedeutung fiir die Lénge des zuriickgelegten Weges hat
und auch die Maf3einheit Sekunden mit s abgekiirzt wird,
wurde in der Losung statt s fir Sekunden sec geschrieben.

13 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

14 Individuelle Losung, z.B.:
3 3

Es ist J(’I +x)dx = 6. Fir g mit g(x) =3 ist J'de = 6.
1 1

t t
15 a) [2dx=2t; [2dx=2t+2
0 -1

b) T'Xd =-5t% j-xdx=——t2+—
0 -1

IV Integralrechnung L65



Schulbuchseiten 137-140

t t
) J%xdx = it2; J%xdx = %tz —%
0 1

d) j[(x+1)dx=%t2+t; j(x+1)dx=%t2+t+%
Ist zlie untere Grenze —1_,150 unterscheiden sich die bei-
den Integrale jf(x)dx und jf(x)dx um den konstanten
Wert Tf(x) dx. ’ 7

1

16 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

3 Stammfunktionen

Seite 138
(o] (o]

Einstiegsaufgabe

Fehler in der 1. Auflage vom Schiilerbuch: Nach fq (x) fehlt
das Gleichheitszeichen.

a) f,(x) = x% f,(x) = 2e?%; f3(x) = cos(x); f,(x) = 2x;

fo(x) = e2X=1; f,(x) = =sin(x); f,(x) =x% fy(x) =2e2
f5(x) = sin(x); £1,(x) = x2 = 1

b) Die Funktion f, ist die Ableitung der Funktion f,.

Die Funktion f, ist die Ableitung der Funktion f,.

Die Funktion fg ist die Ableitung der Funktion f.

Die Funktion f, ist die Ableitung der Funktion f;.

Seite 139
(o] (o]
1 1gehortzuF,2zuB,3zuCund 4 zu E
Mégliche Stammfunktion zu A: F(x) = 0,75x3.
Mégliche Stammfunktion zu D: F(x) = %x‘*

a) Fx)=3x2 b) Fx = %x3 c) F(x)=x>

d) F(x )= e F))=1x  f) FO0=2x
g) F(x) = h) Fx) = —%xz

Seite 140
(o] (o]
3 a) F(x)=5x*+x3=f(x)

b) F(x) =3x2-8x3="f(x)
¢) F(x)=cos(x)+1="f(x)
d) F(x)—sm( ) f(x)
(
(

e) F(x) = 7x2+4e2X—f(x)

f) F(x)=(4x-3)2=f(x)

4 a)a=3 b) aeR c¢) aeR d) a=1
5 a) Fx)=5 %x3+x2—x)

b) F(x) =%(%x3—x)

o f(x)=x3-x F(x)=%x4—5x2

d) f(x)=x*-2x; F(x)= —x5—x2

e) f(x) =x3+x% F(x)=fx4+%x3

f) f(x)=x%-4x% F(x)= ;x7—§x5

L66 v Integralrechnung

6 a) F(x)=e*

b) F(x) = -e™*

<) F(x)=%e2X

d) F(x) = 605

e) F(x)=x - 5e702x

f) F(x)=2x+10e-01x
7 a) F(x) =-2cos(x)

b) F(x) = -2 cos (x)

¢ F(x) = —ﬁcos( X) +x

d) F(x) =-4sin(x) - 2x

e) F(x)=nsm( x) = 0,5x

(

f) Ft) = nsm( )—t

8 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

b) F(x) = 2(1-3%)5 (-3) = -&(1-3%)°
€) F() =4 (4x - 1)* 7 = 2c(4x - 1

d) F0) =36 -2 (1) =35 -x?

e) F(t) = 13t -4)5-3 - LBt - 4)S

) FO=1(2-2¢)" (a=-(2- 1

10 a) Alle Stammfunktionen haben den Funtionsterm
F(x)=x4—%x3+x+c;
Mit F(0) = ¢ erhdlt man c=-1.

Die gesuchte Stammfunktion F hat den Funktionsterm
F(x)=x4—%x3+x—’l.

b) Alle Stammfunktionen von f(x) =
Funtionsterm F(x) = x> - %x3 +C.
Mit F(0) = ¢ erhdlt man c=-1.

Die gesuchte Stammfunktion F hat den Funktionsterm
F(x) = x> - %x3 -1

¢) Alle Stammfunktionen haben den Funktionsterm
4 4

CETIN R (e

Mit F(0) = %(—%)4 + ¢ erhilt man %(—%)4 +c=

; —_q_1__33
somit c=-1 e 3

5x% - x2 haben den

-1 und

Die gesuchte Stfmmfunktion F hat den Funktionsterm
0 -1(3n-1)"- %

d) Alle Stammfunktionen haben den Funktionsterm
F(x)=-e2X-x+c.

Mit F(0)=-e20+c erhdlt man -e2%+c=-1 und
somit ¢ =0.

Die gesuchte Stammfunktion F hat den Funktionsterm
F(x) = -e2x-x.

e) Alle Stammfunktionen haben den Funktionsterm
F(x) = -cos(3x) + 3x +c.

Mit F(0) =-1+c erhdlt man -1+ c=-1 und somit
c=0.

Die gesuchte Stammfunktion F hat den Funktionsterm
F(x) = -cos(3x) + 3x.



f) Alle Stammfunktionen haben den Funktionsterm
F(©) = —% cos(2t) +C

Mit F(0) = -5 + ¢ erhalt man —% +c=-1 und damit
c=-1.

Die gesuchte Stammfunktion F hat den Funktionsterm
F(t) = —%cos(Zt) - %

11 a) Alle Stammfunktionen haben den Term
F(x)=2ex+x+c.

Mit F(0) =2 +c erhdltman 2+c=1 und somit c=-1.
Die gesuchte Stammfunktion hat den Term
F(x)=2eX+x-1.

b) Alle Stammfunktionen haben den Term

F() = ;e“** +5x2+c

Mit F(O) 2e + ¢ erhalt man ;e + ¢ =1 und somit
c=1- 5

Die gesuchte Stammfunktion hat den Term

F(x) = %ezx” +5x2+1-5.

¢) Alle Stammfunktionen haben den Term

F(x) =5e02x-1+ %xz -ex+c

Mit F(0) =5e1+c erhdlt man 2 +c=1 und somit
c=1- 2
Die gesuchte Stammfunktion hat den Term

F(x) =5e02x-1+ %xz ~ex+1-2.

d) Alle Stammfunktionen haben den Term

F(x) =30e%™-1-4x+c.

Mit F(0) =30e™"+ ¢ erhilt man %O +c¢ =1 und somit
c=1- ﬁ

Die gesuchte Stammfunktion hat den Term

F(x) = 3001~ 4x +1 -3,

e) Alle Stammfunktionen haben den Term

F(x) = —%e“‘zx +3x+c.

Mit F(0) = —%e‘* + ¢ erhilt man -%e“ +c =1 und somit

Die gesuchte Stammfunktion hat den Term
F(x) = —%e“‘ZX +3x+1+ %e“.
f) Alle Stammfunktionen haben den Term

F(2) = —%e“ 57 - %23 +C.

Mit F(0) = —22—5e + ¢ erhalt man —%e +c=1 und somit
c=1+ %e.

Die gesuchte Stammfunktion hat den Term

F2)=-2el-52-17341+ 2

25 3 25 e

12 a) Alle Stammfunktionen haben den Term
F(x) = %x5 -x3+4x+c

Mit F(0) = ¢ erhdlt man c=0,5.

Die gesuchte Stammfunktion hat den Term
F(x) = %XS -x3+4x+0,5.

b) Alle Stammfunktionen haben den Term
F(x) = %e“ +ex+c

Mit F(0) = —+c erhalt man c+——0 5 und somit c=0.

Die gesuchte Stammfunktion hat den Term
F(x) = %e“ + ex.

Schulbuchseiten 140-141

O
¢) Alle Stammfunktionen haben den Term
F(x) = —%cos(Zx) +C.
Mit F(0) = - % + ¢ erhalt man -% +c=0,5 und somit
c="1.
Die gesuchte Stammfunktion hat den Term
F(x) = —%cos(Zx) +1.
Seite 141
(o} o
13 a) F(x) = —%x‘z
b) F(x) = -2(2x + 1)
) FKX) =36 -7 (1) FK)=36-x3
d) F()=-4-7-Bx+1)43= ——(3x + 1)

14 a) F() 5x15 F(x) = —x1:5
b) f(x) = x05 F(x) —% iS x1r5; F(x) =%x1'5

1
©) F(x) = 75(2%)"-3; F(X )

d) f(x) = \/__x05 F(x

F(x) = gx”
&) F(X) = 75(1-2x)-(-3); F(=-3(1-2x)5;
f) £(4) = (1-0,5%)05; F(x) = 15(1-0,5x)"-(-2);

F(x) = -3(1-0,5X)15

Punktprobe: F(1) =2
1+1+c=2 ergibt c=g. F(x) = ;x3+ %

b) F(x )=—e2X—ex+c Punktprobe: F(1) =2
%ez—e+c=2 ergibt c=2+e—%e2.

F(x) = ;x3+ +2+e—§e2

) F(x )=——cos(2 ) +x+c  Punktprobe: F(1)=2

-2cos(5) +1+c=2 ergibt c=1.

F(x) = —Zcos (5x) +x+1
d) F(x) =—5|n( ) -x+cC Punktprobe: F(1) =2
n(%) -1+c=2 ergibt c—3—7
Fo - asin(3x) -x+3-7

F(H) = 1t4 - In() + ¢ Punktprobe: F(1) =2

ln()+c=2 ergibt c=2-1=12.

o=zﬂ-mm+£

f) f@=B+2)2
Fi2)=2-3+22+c=2B+z+c
Punktprobe: F(1) =2
2V3+1+c=2 ergibt c=-2.
Fiz)=2V3+z-2
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16 a) Fx)=x3+x+g
=05 d.h. 1+1+c=05 d.h. c=-15;

d.h. —3—52+2+c=—5,4
d.h. -44+c=-54 d.h. c=-1.

F(x)=—%x5+;x2—’l

—%'cos(nx)+x+c
F(X)=-x-cos(3) +5+c=3 dh. 0+5+c=
F(x)=—%-cos(nx)+x+2

e) Fx)=x-e*X+c d.h. F0)=0-e%+c=0
dh.0-1+c=0 d.h. c=-1.
Fx)=x-e*x-1

f) F(x)= —x2+:1,_e2X+c

“1ida24029.072 230221

dh F(-1)=5+35-e2+c=2-e% c=5-e 5
120k 30221
F(x) =5x% +5e2x+ 5 e 5

17 a) F(x) = -cos(x) + (-x)-(-sin(x)) + cos(x)
=x-sin(x) = f(x)
b) F(x) = (%x - %) e3x
F(x) = %e3x + 3(%x - %) edx= %e” +xe3x - %e”
= xe3x = f(x)

18 a) f'(x) = (x +3)eX; f'(x) = (x + 4)e*

b) Vermutung: F(x) = (x + 1)ex.

c) F(x)=(x+2)ex="f(x).

d) Fx)=(x+1)exX+c

Punktprobe: F(0)=0: (0+1)e®+c=0 ergibt c=-1.
F(x)=(x+17)ex-1.

19 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

20 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

21 AF(X) =35
linearen Substitution vergessen. )

B: F(x) = x+’l (Die Hochzahl -2 muss um eins
vergr'csﬁert werden; dies ergibt -1, nicht -3.)

C:F(x) = —sm(nx) (Die innere Funktion wird beibe-
halten.)

D: F(x) = x2 + %e“. (Der Kehrwert des Faktors 5 im
Exponenten wird zum Vorfaktor in der Stammfunktion.)

(4x +3)4, (Der Faktor % wurde bei der

22 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.
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>dh c-2

23 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

4 Der Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung

Seite 142
o]

Einstiegsaufgabe

Zuriickgelegter

v (t) Zugehorige Bewegung Weg in 105

Das Auto bremst in 10s von 107 bis
10-t zum Stillstand ab. S0m

0 Das Auto steht still. 0

Das Auto beschleunigt in 10s von

2t o™ auf 20 100m
Das Auto bewegt sich mit m _
> konstanter Geschwindigkeit (57) >¢ 1 10s=50m
Seite 143
o

3
1 a) [3x2dx=[x?13=27-1-26
1

4
b) in dx = [x21 =

4
4
24y = [13]" 264 _8 _56
c)lxdx [gx]2 3 "3~ 3
150

d) [ 3dx=[3x1% - 450 - 300 = 150
100

o

[SIE

2 a) lxdx= (L] -1-
o Joc e om0 1) -3
0 J;3x2dx=[x3]o=8—0=8
d)ix3dx=[%x“]z=4—0=4
e) Isin(x)dx = [~cos )] =

0

f) Tsin(x)dx - [~cos()]" =1-1-0

g) fcos )dx = [sin(x) ]% =1-(-1=2

:m\

2

h) | cos@x)dx = [1sin@x]."=0-0=0

o%

]
e*dx=[e] =e'-e’=e-1=172

_.
5 0%4

(3)

"G
) [ 2exdx- =2eh® -2e0-2-3-2=4
0



;
k) J(e2x+1)d =[ e2X+x]0—;e2+1—%e°—0
1.2, 1
=3¢ +§=4,/|9
) j6e3xdx-[6 e3x] 263 =2-2¢7
—2——~’I90

5
5
3 a) [axtdx = [;x], = 5% - 55 = 125 - 55 = 124,96
1

(=
~

A1 AU U1 2 e— e
—
N[
x
N

-3x +2,5) dx = [%x3 —%xz + 2,5x]15
_ 25 (7\_ _16
__?'<€>"?

sin(%x) dx = [—ﬁcos(2 )]j= 0-0=0

8}
~

d) | cos(mx)dx = %sin(nx)]:3 =0-0=0

5
e) [esxdx=[-e*] =-1-(-ef)=e*-1=536

~

-
N’

(5-edx=[5x+ e’x]%r> =25+e5-(5+7)
~ 20 - 0,36 = 19,64

4 Zunichst bildet man zur Funktion g eine Stammfunk-
tion G. Man setzt die obere Grenze des Intergrals, also 3
in G ein und subtrahiert davon den Funktionswert von G
an der Stelle -1, also G(3) -G (-1). Die erhaltene Zahl ist
der Wert des Integrals.

1
5 a) L(axz +e)dx=bi+el =1+e-(-1+1) =435

[=3NI]

o
~

cos(x)dx = [sin(x)]>=1-0=1

sin(2x)dx = [—%COS(ZX)];T = —% - (—%) _—

(2- 5P ax=[3(2- 51" 9, [-3 (234,

49 (45 -39

(Funktionsterm der Stammfunktlon in TR abspeichern)

Q.
~

ﬂ
Ne— W o——=4 O%NI:I

e)Jxx 4)dx = Ixz—ltx)dx—[x3—2x2]0 ——32 0
_ 32
3
4 4 .
f) Jx(x—l})dx— J(x2—4x)dx—[ x3—2x2] 5
=7—32—(—§—8)=0.
Seite 144
(o} o
6 ..=(-5-(-10)-(-5-(-3)=5-15=-10

Schulbuchseiten 143 -144
o

-2

d) [ -05xdx=[-025x2"2=-1-(-4)=3
<4
-10

e) J—’Idx—[ x]230 = =10
20

8 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

9 Die zweite Zeile bei Bernd muss ,= -1 - (-4)" statt
»=1-(-4)" heiBen. Bernd hat das richtige Ergebnis.
Anna vergisst das Minus vor 2 und 1.

Catharina vergisst das Minus vor 1 und (-2)2.

Dennis vergisst das Minus vor (-1)2 und vor (-2)%

10 Die Funktion F mit F(x) = 0,4x2 muss eine Stamm-
funktion des Integranden sein. Das ist nur bei Il der Fall,
denn F'(x) = 0,8x. Das Integral hat den Wert 1,2.

1 a) Fx) =0 fir x=-1 und x=5.
b) f(x)=0 bzw. FF(x) =0 fur x=-1 und x=3.
3

0 [foodx=F@) -F()=2-1=1.
1

d) Die Aussage ist falsch.

Begriindung: Am Graphen von F liest man ab, dass
FF(1)>0 und F(3)=0 gilt,also FF(1)>F(3). Daf
die Ableitungsfunktion von F ist, gilt entsprechend
f() > £(3).

12 a) Der Wert des Integrals entspricht der Lange der
Strecke, die der Kdrper im Zeitraum von 0 bis 5 Sekunden
fallt.

b) Da die Fallgeschwindigkeit zunimmt, ist sie im Inter-
vall [2; 3] groBer als im Intervall [0; 1]. Daher ist die
Lange der Strecke, die der Korper im Intervall [2; 3] fallt,
auch langer als die im Intervall [0; 1].

c) V(t) = 4,905t2. MitV berechnet man die Ldnge der
Strecke, die der Kdrper zum Zeitpunkt t gefallen ist, wenn
er zum Zeitpunkt t =0 zu fallen beginnt.

d) j = [4,9052]¢ = 4,905 - 16 - 4,905 = 73,575

13 a) Das Integral gibt an, wie viele Meter der FuR-
ganger im Zeitraum von 0 bis 3 Minuten geht.

b) Das Integral gibt an, wie viele Kubikmeter Ol im Zeit-
raum 0 bis 3 Sekunden durch die Olpipeline flieRen.

c) Das Integral gibt an, wie viele 1000 Tonnen Benzin im
Zeitraum von 0 bis 3 Stunden produziert werden.

14 Wachstumsgeschwindigkeit: f(t) = 0,27 7017t
t

Pflanzenhohe: H(t) =02 + I 0,27 e~ 0147x dx
0

_ 90 _
H(t) =02+ 75
H(t) = 499 _ 90 -0147x

90 | 1-0147x
59 ¢

T 245 49
H(5) = 5oz - 23+ 701475 = 116
H(10) = 202 - 23. ¢-0147-10 = 1,61

Nach 5 Wochen betragt die Hohe der Pflanze 1,76 m und
nach 10 Wochen 1,61m.
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Seite 145
(o]

15 a) Jv(t) dt gibt an, um wie viele Meter der Baum
10

zwischen dem 10. und dem 50. Jahr gewachsen ist.

b) V'(t) = (t +4)s = \/t +4 =v(t)

50

Jv(t)dt - [%(t + 4)%]10 = 2396,82 - 252,38 = 22,96
10

c) Hohe des Baums nach 20 Jahren:
20

15+ [v©ydt=15+2 (V24" - Vi&") = 1935
10
Der Baum ist nach 20 Jahren etwa 19,5 Meter hoch.

d) Mit dem Integralausdruck l&sst sich der Zehn-Jahres-
Zeitraum berechnen, in dem der Baum um fiinf Meter
wachst.

16 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

17 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

18 Mogliche Funktionen sind all die Funktionen, deren
Graphen punktsymmetrisch zu O sind, also f(x) = c-xk
mit ungeradem k€N und ceR.

19 a) dex— [zxz] 22—’]8 z=6

b)J4xdx—[2x] —272-2-30; z-4
0 jzxdx=[x2];°=100—z2=19,- 72=9
z

2z
d) [ 04dx=[04x12"=082=8; z=10
0

t
20 &) [2dx=[2x], = 2t-0=2t

Der We|9t des Integrals in Abhdngigkeit von t lautet 2t.
2t =3 ergibt t=1,5. Fir t=1,5 hat das Integral den
Wert 3.

Setzt man als untere Grenze -1 ein erhalt man

t

[2dx=2t+2.

1

In diesem Fall hat das Integral fir t=0,5 den Wert 3.
t

b) [-xdx = [-3x2]; = -3t2- 0= -1t
0

—%tz = 3 ergibt keine Lésung.

Setzt man als untere Grenze -1 ein erhélt man
t

J—xdx = —%tz + %

Auch in diesem Fall gibt es keine Losung.

<) j%xdx = [%x2]; = %tz -0-= %tz
0

%tz =3 ergibt t=2. Fir t=2 hat das Integral den Wert 3.

Setzt man als untere Grenze -1 ein erhélt man
t

3 3.3
szdx =7t°-7

In diesem Fall hat das Integral fir t=V5 den Wert 3.

L70 Integralrechnung

t
d) J(x+1)dx=[%x2+x];=%t2+t—0=%t2+t
0

%tz +t = 3 ergibt die quadratische Gleichung
t2+2t-6=0.

Man erhélt die Losung t=-1+ V7 =1,65. Fir t=-1+17
hat das Integral den Wert 3.

Setzt man als untere Grenze -1 ein erhalt man
t

(x+1)dx = eax =
J [+ x|,

-1

1 1

2t (3-)
1 1_1

=§t2+t+§=§(t+'|)2

In diesem Fall hat das Integral fir t=-1+16 = 1,45 den
Wert 3.

21 a) Jc “f(x)dx = [c-F(x)] = c-F(b) - c-F(a)
. =c-(F(b) - F(a)—c[Fx)—ch

b) () + g0 dx = [F() + G,
? F(b) + G(b) - (F(a) + G(a))
F(b) + G(b) - F(a) - G(a)
F(b) - F(a)+e<b) G(a)

=[F(x)] [GX)]. = | fO)dx + Jg

22 Die Losungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

m%u

5 Flachen oberhalb und unterhalb der
x-Achse

Seite 146
o O

Einstiegsaufgabe

Die gefarbten Flachen oberhalb und unterhalb der x-Ach-
se sind gleich grof. Es genligt die Gréf3e einer Flache zu
bestimmen. Die Flache oberhalb der x-Achse kann man
Uber das Zdhlen der Kastchen bestimmen. Die Flache ent-
spricht etwa 8 Kastchen. Der Flacheninhalt von 12 Kast-
chen betragt it FE. Dann betrégt der Flacheninhalt von

8 Kéastchen etwas %n FE. Der Flacheninhalt unterhalb der

x-Achse entspricht ebenfalls %n FE.

Seite 147
(o] (o]

1 a) Der Graph liegt oberhalb der x-Achse, der Flichen-
inhalt entspricht also dem Integralwert.
5

5
A=j2dx=[2x]1=10—2=8
1

Die Flache ist ein Rechteck mit den Seitenldngen 4 und 2.
Der Flacheninhalt des Rechtecks betragt 8.

y




b) Der Graph liegt unterhalb der x-Achse, der Flachen-

inhalt entspricht also dem negativen Integralwert.
4

A=-[(-5)dx = ~[-5x]; = ~(-20) = 20

0
Die Flache ist ein Rechteck mit den Seitenlédngen 4 und 5.
Der Flacheninhalt des Rechtecks betragt 20.

y

c) Der Flacheninhalt entspricht dem Integralwert.
3

A=[x-2dx=[be-2x =2-6-(2-4=05
2

Die Flache ist ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Kathe-
ten beide die Lange 1 haben. Der Flacheninhalt dieses
Dreiecks betragt 0,5.

d) Der Flacheninhalt entspricht dem Integralwert.
3

A=[@x+2)dx=D2+2x=9+6=15
0

Die Flache ist ein
Trapez mit einer y
Héhe von 3 und
einer Lange der
Mittelparallelen
von 5. Der Flachen-
inhalt des Trape-
zes betragt 15.

Schulbuchseite 147
O
e) Der Flacheninhalt entspricht dem Integralwert.
4
A=[(3-1x)dx=[3x- 1| =12-4-8
0

Die Flache ist ein Trapez mit einer Hohe von 4 und einer
Lange der Mittelparallelen von 2. Der Flacheninhalt des
Trapezes betragt 8.

y

=

f) Der Flacheninhalt entspricht dem negativen Integral-
wert.

6
6
A= -l(gx -3)dx = - [¢x2-3x] = -(6-18) = -(-12) = 12
Die Flache ist ein Trapez mit einer Hohe von 6 und einer
Lange der Mittelparallelen von 2. Der Flacheninhalt des
Trapezes betragt 12.

y

2 a) Der Graph liegt oberhalb der x-Achse, der Fléchen-
inhalt entspricht also dem Integralwert.

3
1 3
A =J(;(4x - x2)dx = [2x2 —§x3]0 =18-9=9
b) Der Flacheninhalt entspricht dem Integralwert
3
9 1.4 _8_8_(9_1
A=l(9X—X3)dX= [EXZ-ZX4]1 =7—T— (E_Z) =16

c) Der Flacheninhalt entspricht dem Integralwert

A= Tsin(x)dx = [—cos(x)]g =-(-D-(-1=2
0
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d) Der Graph liegt unterhalb der x-Achse, der Flachen-
inhalt entspricht also dem negativen Integralwert.
3
2

—Jcos(x) = -[sin(x)] =—(—1—1)=2

N|:l N\w

3 a) Der Flicheninhalt entspricht dem Integralwert.

A=].(8 ) dx = [ 8x - 1x|i =8 -1-775

b) lger Flacheninhalt entspricht dem Integralwert.

A= T(Z -eX)dx=[2x+ e*x]j =10+e>-(2+e ") =764
1

¢) Der Flacheninhalt entspricht dem negativen Integral-
wert.

2 o 12
l (3x2-9x)dx = —[x3 -§X2]1

=-(8-18-(1-45)=65
d) Der Flachenlnhalt entspricht dem Integralwert.

(—?) =\3=173

—wie

A = | cos(x)dx = [sin x)] s
3

wi=

4 Alle Flachen im I. Quadraten liegen lber der x-Achse,
daher entspricht im I. Quadranten der Integralwert dem
Flacheninhalt.
a) Die Nullstellen von f sind bei x,=0 und x, = 3. Sie
sind die Integralgrenzen. Der Flacheninhalt betragt

3

3 3 9

A= ’([(3)( - x%)dx = [§x2 - %x3]0 % - % 5=45
b) Die Nullstellen von f sind bei x4, = +2. Die Integral-
grenzen im |. Quadranten sind a=0 und b =2. Der
Flacheninhalt betragt

8
4_6_0=

ala

A =T(2 -%xz) dx = [2x - %xﬂi =
0

¢) Die Nullstelle von f ist bei x; =2. Die Integralgrenzen
im |. Quadranten sind a=0 und b = 2. Der Flachenin-
halt betragt

2

A =J(8 - x3)dx =
0

d) Die Nullstellen von f sind bei x;=0 und x,5=*2.
Die Integralgrenzen im I. Quadranten sind a=0 und
b = 2. Der Flacheninhalt betragt

[8x - 1x4]. =16 - 4-0=12

A=T(4x—x3)dx=[2x2—%x4]z=8—4—0=4
0

e) Die Nullstelle von fist x, = In(e) = 1. Die Integralgren-

zen im l.Quadranten sind a=0 und b =1. Der Flachen-
mhalt betragt

A= J(e eX)dx = [ex - e]0 e-e-(-1)=1

f) D|e Nullstelle von fist x, = In(6). Die Integralgrenzen
im I. Quadranten sind a=0 und b =In(6). Der Flachen-
inhalt betragt
In(6)
A= [ (3-3e)dx-[3x ——ex] =3In(6) -3 - (-3)
0

=31n(6) -25=~288

L72 v Integralrechnung

5 Alle Flachen im IV. Quadranten liegen unter der
x-Achse, daher entspricht dort der Flacheninhalt dem
negativen Integralwert.

a) Die Nullstellen der Funktion f mit f(x) = x2 - 2x sind
bei x,=0 und x, = 2. Sie sind die gesuchten Integral-
grenzen. Der Flacheninhalt betragt:

A=—I(x2—2x)dx——[ x3—x2]§ —(%—4) =3

-14

b) Die Nullstellen der Funktion f mit
f(x) =3x2 - 6x=3x(x - 2) sind bei x,=0 und x,=2.

Sie sind die Integralgrenzen. Der Flacheninhalt betragt:
2

A= —J(3x2 -6x)dx = -[x3 - 3x ]
0

-(8-12)=4

c) Die Nullstellen der Funktion f mit f(x) = —x2 -2x+ §

sind bei x,=1 und x, =3. Sie sind die Integralgrenzen.
Der Flacheninhalt betragt:

A=—T(%x2—2x+%>dx=—[%x3—x2+%x]j
1
(903 (-1+1) +-(0-9 -3

N

T
"I\Z/é

d) Die Nullstellen der Funktion f mit f(x) = 4x3 - 8x2
sind bei x;=0 und x, = 2. Sie sind die Integralgrenzen.
Der Flacheninhalt betragt:

A= —T(4x3 - 8x)dx =[xt - 53| = ~(16 - &) = B = 533
0
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O
2 n
b) A= J2cos (x)dx + J2cos (x)dx
y . :
X = [2sin (]2 + [2sin(x)]g =2-(-2)+10-2l=6
1 ¢) Nullstellen von f(x) = x2 - x =x(x - 1) Nullstellen sind

X1=0; X,="1

1
-0 Rk [be - 3]G -3) -4
0

_2__ 2
1 1.,1%2_8 1.1 5
Ay =[0¢ -0k = [3¢ - ] =5 -2- (3-3) =3
1
Der Flacheninhalt der markierten Flache betragt
1.5
A=z+2=1
. 6 6

1 2
d) A= —_[(ex‘1 - 1Ddx +I(ex‘1 - 1)dx
0 1
= —[ex-1 -y x=-1 - y]2
e) Die Nullstellen der Funktion f mit f(x) = %x3 -x2 sind [e xp+[e i
bei x,=0 und x, = 2. Sie sind die Integralgrenzen. Der =e+e-2=1,09

Flacheninhalt betragt:
8 a) Die Flache liegt unter der x-Achse, der Flachen-

2
2
A= —l(%x3 - x2) dx = - [%x“ - %xﬂo =- (2 - g) = % = 0,67 inhalt ist deshalb der negative Integralwert.

/.
0\/2

f) Die Nullstellen der Funktion f mit

f(x) = x4 - 4x2 = x2(x2 - 4)

sind bei x;=-2, x,=0 und x3=2. X, und x5 sind die
Integralgrenzen. Der Flacheninhalt betragt:

9)dx = —[%(%x3 - 9x>]f2

<

2
A= —J(x4 - 4x2)dx = -[%x5 - %xﬂj = —(2 - 2) = % = 4,27 b) Funktionsterm in Summenform:
0

> 3 1 1
f(x) = -zx(x = 5)2 = -7 (x3 - 10x2 + 25x)
Die Flache liegt unter der x-Achse, der Flacheninhalt ist
deshalb der negative Integralwert:

4
1

4
A _J(_%(Xg - 10x2 + 25x)) dx = 43¢ - 32 + 22|

=1(E-ﬁ)=1.@=@
4\3 T2/ 7574 T 6

o

Seite 148 ¢) Die Flache besteht aus drei Teilflachen A;, A, und As.
o ° A, und A; sind gleich gro und liegen tiber der x-Achse,

6 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom A, darunter.

Schulbuch.

A= [ - cos@x)dx = [-3sin(@x)]

1o 1
N e}

-1 0
7 a) A= &2-Ddx- [6E-Ddx
) -1

—rl=

_ [%x3 ~ x]:; _ [%XB ~ X]i = A, = g -cos(2x)dx = —[—%sin(Zx)]; = —(—5 - 5) =1

&=

IV Integralrechnung L73
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Der Inhalt A der Gesamtflache betragt A = 2- % +1=2.

/<><

1]
Nl
1
o
ol=

d) Der Graph von f schneidet die x-Achse nicht.
Die Flache liegt oberhalb der x-Achse, der Flacheninhalt
ist daher der Integralwert:

5

A= J(e‘x)dx = [—e‘x]z =(-e®-(-1))=-e"+1=099
0

y
3__
81 9]
K'
)
\M >
O 1 2 3 4

9 Wenn die Integralwerte der beiden Flachen gegen-
satzliche Vorzeichen haben, sind beide Fléchen gleich
grof3, wenn der Integralwert iber das gesamte Intervall 0
betragt:

3
a) J(B -x?)dx = [3x - %xﬂz =9-9=0, d.h. die beiden
0

Flachen sind gleich grofs.

y
]
| ] ] | ¥
of 1% 45
_3__
_6__
b) Jsm )dx = [ %cos(%x)]i1 =0, d.h. die beiden

Flachen sind gleich grofs.
y
1
-3 -2 12
% AL

10 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

a
a 3
1 a) i(x2 - 4x)dx = [3x2 - 2X2]O =5 -2a%=0
Losungen sind a, =0, dies ist die untere Grenze, und
a, = 6. Die einzige positive Losung ist a = 6.
Uber dem Intervall [0; 6] sind die Fldchen oberhalb und
unterhalb der x-Achse gleich grofi.

a
b) J(x3—1)dx= Hx“—x]:=a£—a=0
0
Die Glelchung a*-4a=0 hatdie Lésungen a,;=0 und

a, = \/_ Nur die zweite L&sung ist positiv.

Uber dem Intervall [O \/_] sind die Flachen oberhalb
und unterhalb der x-Achse gleich grof.

L74 v Integralrechnung

a
1 a g4
) 6[(x3 - 2x)dx = [ZX4 - xz]o =5 -a’=0
Die Gleichung a*-4a?=0 hat die Lésungen a,=0 und
= 2. Nur die zweite Losung ist positiv.
Uber dem Intervall [0; 2] sind die Fléchen oberhalb und
unterhalb der x-Achse gleich grofi.

d) J(sm

Die Glelchung cos(a) =1 hat die Losungen a,=0 und
= 27. (Darlber hinaus hat die Gleichung unendlich
viele Lésungen, die Vielfache von 27 sind: a, = k-2m fir

kelN.)
Uber dem Intervall [0; 271] sind die Flichen oberhalb
und unterhalb der x-Achse gleich grofi.

)dx = [-cos(x)] = -cos(a) +1=10

12 a) Die Nullstellen der Funktion f mit f(x) = 5x - x2
sind x,=0 und x, =5. Die Parabel ist nach unten offen,
die Gesamtflache liegt Uber der x-Achse, der Flachen-
inhalt entspricht daher dem Integralwert.
5
5 1,.3]° _ 125 _ 125 _ 125
A= J(5X - Xz)dX = [EX2 - §X3]0 o T ra

Der gesamte Flacheninhalt betragt A = @

Zur Bestimmung von a misste man die Gleichung
5 1

5a2-3za’= % (Gsen.

Die Achsensymmetrie der Parabel legt nahe, dass a = 2,5

der gesuchte Wert ist. Durch Einsetzen in die Gleichung

[&sst sich dies bestdtigen: 3 5. 245 ;% = %

b) Die Nullstellen der Funktlon fmit f(x) = 4x-x3 sind
=0, X, =+2 und x5 =-2. Die Gesamtflache liegt iber

der x-Achse, der Flacheninhalt entspricht daher dem Inte-

gralwert.

A =I(4x - x3)dx = [2x2 - %x“]i -8-4=4.

Die halbe Fliche fiihrt auf die Gleichung 2a? - %a“ =2

Die Gleichung a*-8a2+ 8 =0 l&sst sich mithilfe einer
Substitution l6sen: z2 -8z + 8 =0.

z,=4+2V2 und z,=4-2V2. Mit der Resubstitution
erhalt man die Losung: a =14 - 2V2 = 1,08.

Die zweite Losung a = V4 + 212 = 2,6 liefert auch den
26

Integralwert 2, also A = J(4x - x3)dx = 2. Diese Fliche
2

ist aber nicht im I. Quadranten.

c) Die Nullstellen der Funktion f mit f(x) = 3x2 - x3 sind
= O und x, =3.
3
A= J(3x2—x3)dx— [ 3—%x4]0—27—8—:=%.
Die halbe Fléche fihrt auf die Gleichung a3 - %a" = %.

Diese Gleichung lasst sich nur mit einem Naherungs-
verfahren l6sen. Man erhélt etwa die Losungen a, = 1,84
und a, = 3,74 (auBerhalb des I. Quadranten).



13 Die Nullstellen der Funktion f,(x) = t-sin(tx) fur
t+0 sind:
tesin(tx)=0  |:t

sin(tx) =0 d.h. x=0 oder x = ¥.
Weiter Nullstellen sind alle x mit x = % fur alle zeZ.
Die Flacheninhalte zwischen zwei benachbarten Null-
stellen sind bei f,(x) alle gleich groR. Daher genugt es,
einen der Flacheninhalte zu berechnen.

n

Jt-sin(tx)dx = [—cos(tx)]§ = -cos(m) =1
0

Der Flacheninhalt jeder Teilflache betrdgt 1 und ist somit
unabhéangig vom Parameter t. Fir t=0 gilt f;(x) =0
und es sind keine Flacheninhalte zu bestimmen.

14 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

6 Flachen zwischen zwei Graphen

Seite 149
(o]

Einstiegsaufgabe
Man kann mithilfe von Integralen die Inhalte aller drei
Flachen berechnen.
Dazu muss man die Nullstellen von f und von g bestim-
men sowie die Stellen, an denen die Funktionswerte von
f ung g Ubereinstimmen.
3

g hat die Nullstelle x,=-V27 = -3
f hat die Nullstellen x3=-V2 und x, = V2.
Der Ansatz f(x) = g(x) fuhrtauf x3-9x2+45=0. Diese
Gleichung lasst sich z.B. mit einer digitalen Mathematik-
Software [8sen:

= -2,02; x5=2,67; X = 8,236.
Alternativ kdnnten die Schnittstellen auch nur abgelesen
werden.
Die linke gelbe Flache liegt unterhalb der x-Achse und

hat den Inhalt
3 i
80 =[xt +34] 1~ (F - (4)) - %186

Die rechte gelbe Flache liegt oberhalb der x-Achse und

-2,02 -2
hatden Inhalt | g()dx+ [ f()dx
-3 -2,02
2,0
= [qext+3x] 2%+ [2x 2 0x] v = 115+059 =174,

Die orange Flache liegt zwischen den Graphen von g
und f, wobei der Graph von g oberhalb des Graphen von
f liegt. Der Integrationsbereich wird durch die beiden
Schnittstellen x, und x5 bestimmt. Der Inhalt dieser

267
Flache ist J (g(x) - f(x))dx = [ 73Xt 3X] EZ
30 '

[1x4—1x3+5x] " 15,31,

36 3
Der Gesamtflachenlnhalt betragt
A =186 +1,74 +15,31 = 18,91.
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Hinweise fiir die Berechnung:

Zunachst werden die Nullstellen der Funktionen und die
Schnittstellen beider Funktionen bestimmt. Zwischen den
Schnittstellen ist die Funktion des Integranden entweder
f(x) - g(x) oder umgekehrt, je nachdem, welcher Graph
oberhalb des anderen Graphen liegt.

Wenn die x-Achse die Begrenzung ist, gilt dies entspre-
chend, denn die x-Achse ist der Graph der Funktion y = 0.

Seite 151
(o] (o]

;

1 a) Flache I: A=A, +A,= [ f0dx
-1

2

b) Fléche Il: A=A, + Ay + A+ Ag = [ (FO) - g(0) dx
-2
1
¢) Fléche Ill: A=A, = [f()dx
0
-1
d) Fléche IV: A=A, =- [ f(0dx
-2
2
2 a) A2+A3=Jg(x)dx+
0

2
Jf(x)dx
33

0
o A= Jg(x)dx
33

5
Jg(x) dx
2

b) A, + A=

2
d) Aj+ Ay + Ay = Jg(x)dx +
3

5
Jg(x)dx
2

2
€) A+ A+ A+ A= [ (g() - F0)dx
3

3 a) f(x) = —%xQ und y=-2

Schnittstellen bestimmen durch Gleichsetzen:

-2= —%xz ergibt die Gleichung x2 = 4 und die Schnitt-
stellen Xq=+2 und x,=-2.

A= J’_,Xz_ - dx T(—%x2+2)dx
0

RTINS
b) f(x) = —%xz und y=-
Schnittstellen bestimmen durch Gleichsetzen
-X= —%xQ ergibt die Gleichung x2-2x=0 und die
Schaittstellen x,=0 und x
A= J(—lx2 - (- )) dx = I(—%XZ + x) dx
0

_1.3 ] - ___2
[GX +2X 2 3

c) Fehler in der 1. Auflage des Schulbuchs:
Die Beschriftung muss y =-e X heifden.

A= j(eX—(1 dx = j x4+ 1)d

=[ex+x]0—e 3+3—1—2,05

IV Integralrechnung L75
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d) Fehler in der 1. Auflage des Schulbuchs:

Die Beschriftung des oberen Graphen muss y = -xZ + 2x

und y = -sin(3x) heiBen.

Die Schnittstellen sind die Nullstellen der beiden Funk-

tionen also x, =

A= J x2+2x—( sin(5 )))dx

0 und x,=2.

i x2+2x+5|n(2x))dx
|-

3% +x2 - 2cos (5x )]i

=-3ravi-(-3)=26

3
4 a) Schnittstellen: -3 und 3; A= [ (9 - x)dx = 36
-3

1
b) Schnittstellen: 0 und 1; A= [ (x - x2)dx = 2
0

0
¢) Schnittstellen: -2 und 0; A= [ (-2x - x)dx = %
-2

3
d) Schnittstellen: ~Tund 3; A= [ (2x +3 - x2)dx = %
-1

3
f) Schnittstellen: -3 und 3; A= [ (3x2+5-x2)dx =18
-3

g) Schnittstellen: 0 und 4;

4
4
A=J;(x2—2x2+4x)dx= [—§+2x2]0=—%+32=%

;
h) Schnittstellen: 0 und 1; A = I (x2-x3)dx = 11
0

5 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom

Schulbuch.

6 a) Schnittstellen mit
der 1. WH:
X;=0und x, = +1
Es entstehen zwei gleich
grof3e Flachenstiicke.

1

A= Z-I(x - x3)dx
0

b) Schnittstellen mit der

1
e) Schnittstellen: -1und 1; A= j(z -x2-x2)dx = %
e

1. WH: x; =0 und x, =1 71
1

A=J(x—x4)dx 0,51
0

= [1y2_-1ys5 .
2 1 -0

_1_1_3

2757710
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0,5

¢) Schnittstellen mit der
1.WH: x; =0 und x, = £1
Es entstehen zwei gleich
grof3e Flachenstiicke.

:
A= 2](2x - 2x3)dx

[2X2 - 7x4]
-1

=9.1
2
d) f(x) = x(x - 3)?

=x3 - 6x% +9x
Schnittstellen mit der
1.WH: x; =0, x, =2 und
X3 =4

2
= J(x3 - 6x2 + 8x)dx
0

= Hx“ -2x3 + 4x2]§ =4

4
4
=£(—x3 +6x2 - 8x)dx = [—%x‘* +2x3 - 4x2]2

=-64+128-64-(-4+16-16) =4
Der gesamte Flacheninhalt A betragt 8 FE.

e) f(x) =sin(%x) 1__Y
Schnittstellen mit
der 1. WH: x, = 0 und 0,5+
Xp3 = %1
Es entstehen zwei gleich ; ; , ) X
grofRe Flichenstiicke -1 -05s /10 o5 1
1
A= ZJ (sin (3x) = x) dx o
0
_ 2 n 151" T
=2 [—Ecos (7%) - §x2]0
-2(-05+2)=%-1=0.27.
f) Schnittstellen mit der v
1.WH: x; =0und x,3 = +2. 2T
Es entstehen zwei gleich
grofle Flachenstticke 1T
2
A=2|(2sin(%x) - x)dx : : : iR
J)- (2sin () -x) 2| -1 JI0 1 2
- 2[-Zcos () _1x2]2 L41
b 4 2 0
=2(-2+2) =100. ad
Seite 152
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7 a) Schnittstellen der Graphen von f und g: keine, also:

A= }((x2+4)—(x+3))dx= }(xz—x+1)dx=f
21

-1

b) Schnittstellen der Graphen von f und g: 0; 2, also eine

Nullstelle im Intervall [-1;1]:

0 1
A= (x2+4—(2x+4))dx+f(2x+4—(x2+
1 0

[SMIES

+

WIN

=2

4))dx



e
¢ Schnittstelle fiir x>0: 1; A=[ (x-1)dx=52=219
1

d) Schnittstelle: keine im Intervall [%, n]:

T
A= J (sin(x) - cos(x))dx = 2
%
e) Beide Graphen gehen durch den Ursprung, es ist

f(1) > g(1) und f(4) > g(4). Dazwischen schneiden sich
die Graphen nicht.

A=T(’I —e”‘—%x)dx= [x+e’x—%xz]4

—4re el (1re-5) =115
f) Schnittstelle x = im Intervall [r; 27]:

f (cos(x) +1 - sin(x))dx = [sin(x) + x + cos(x)]f[”

=2n+1-(m-1)=n+2=514

8 a) Schnittstellen: +V2. Aufgrund der Achsensymme-
trie beider Graphen zur y-Achse gilt

2 2
A=2- j(s -x2-(x2-1))dx =2 j(4 - 2x2)dx

=2-[x—§x] -8V2 - 5V2 - £V2 = 754,

b) Schnittstellen: +V3 und 0. Aufgrund der Punktsymme-

trie beider Graphen zu O gilt
?o 3 X2 JdB_ 3.3

A=2"([(X—§X)dx=2‘[7—* 0 =2‘Z=§.

¢) Schnittstellen: 1 und 0. Aufgrund der Punktsymme-

trie zum Ursprung beider Graphen zur y-Achse gilt

A= Z-T(sin(x) - (-sin(x))dx = Z-TZSin(x)dx
0 0

=2:[-2cos (0] = 2+(2 - (-2) -
d) Schnittstellen: 5. Aufgrund der Achsensymmetrie
beider Graphen zur y-Achse gilt

5 5
A=2-[(3-1x2-(-2))dx=2-[(5 - 2x2) dx
0 0

Vo5
9 a) Falsch,da 2- J g(x)dx negativ ist.
0

Vo5

, Vo5
Richtigist -2- J g(x)dx oder
0

2- J g(x)dx|.
0

b) Falsch, mit dem angegebenen Integral berechnet man
-2 0
Ay + A, - Ay Richtigist - [ fodx+ [ f(odx.

_2 _\/5
-\o5 0

c) Falsch; richtig ist J (fx) - g())dx + J f00) dx.

-1 ’\l0,75
2

4
d) Falsch; richtig ist f g dx + Jf(x)dx.
Vo5 1
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10 a) P(319): f'(x)=x2 f(3)=9;
Gleichung der Tangente t: y=9(x -3)+9=9x-18
Die Tangente schneidet die x-Achse bei x = 2.

2

e [0 [l 24

A, =T(%x3 - (9x - 18)) dx =T<%x3 - 9x +18) dx
2 2

= [%x“ - %xz + ’I8x]
-8 8li54-(5-18+36) -1
Die Summe der beiden Flachenlnhalte betrégt A= 2.
3
2
Alternativ: A, = J( )dx = [— 4]0 ?; 4 Von A,
0
muss der Inhalt der Dreiecksflache unterhalb der Tangen-
te abgezogen werden: A, = %-’I~ 9= %. Man erhalt den
Flacheninhalt A = %.
b) Tangente t:y =-32x+16
Flacheninhalt zwischen Tangente und Graph von f:

A=I(x—2)4dx—%-%-16= [g(x—z)-"]j—

32
=244

c¢) Tangentet:y = —éx + é -1

Flacheninhalt zwischen Tangente und Graph von f:
2
- 1 3
A=£(e X—’I+§x—§+1)dx
l 1 3 1 3,12
=£(e‘x+§x—§>dx= [—e"‘+2 X% - X o
--L+2-5+41-1-3~032
Inhalt der Dreiecksflache zwischen Tangente und

x-Achse: A = %(3 e?2-13-¢e9)=13
Gesamtflacheninhalt A =1,62.

11 a) Hochpunkt: f(x) = 4x - x2% f'(x) = 4 - 2x hat bei
x =2 eine Nullstelle mit VZW von + nach -. Daher befin-
det sich bei x =2 ein Maximum; f(2) =4 d.h. H(2]4).
Die Gerade y=4 begrenzt die Flache nach oben.

A= J - (4x - x2))dx = I4 4x + x2)dx

=[4x—2x2+%x ]0=%

Der Flacheninhalt betragt %.

b) Hochpunkt: f(x)=3x2-x3; f'(x) = 6x - 3x2 hat bei

x =0 eine Nullstelle mit VZW von - nach + und bei x =2
eine Nullstelle mit VZW von + nach -. Daher befindet sich

bei x =2 ein Maximum; f(2) =4 d.h H(2]4).
Die Gerade y=4 begrenzt die Flache nach oben.

A= J (3x2-x dx—J4 3x2 + x3)dx
0

2
- _y3 4 dya]t 206
[4x x+4x]0 A 4

Der Flacheninhalt betragt 4.
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¢) Hochpunkt: f(x) = 8x2-4x% f'(x)=16x - 16x3;

f(x) = 16 - 48x?; ' hat Nullstellen bei x,=0; x, = +1
und bei x;=-1. Da f"(1) <0 und f"(-1) <0 ist, liegen
dort die Hochpunkte H,(+1]4) und H,(-1[4).

Es gibt zwei symmetrische Flachen links und rechts von
der y-Achse. Die Gerade y = 4 begrenzt die Flache nach

oben. Inhalt einer Einzelfldche:
1

'
A=[(4-(8x2-4x4)dx = [(4-8x2+ 4x*)dx
0 0

1
= [ax-5x3 + 2x] = 35 = 213
Der gesamte Flacheninhalt betrégt etwa 4,26.

12 Die Lésungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

13 Schnittpunkte berechnen: g(x) = x. Die Gleichung
x3 - 3x=x hat die Losungen x,=0 und x;,=+2.

Um Flachengleichheit zu zeigen, reicht es wegen der
Punktsymmetrie (zum Ursprung) der beiden Graphen zu

2

zeigen, dass gilt J(g(x) - f(x))dx = 0.

2 -2 2
Es gilt J(x - (x3-3x))dx = J(l&x - x3)dx = [sz - %x“]?z
_2 -
=8-4-(8-4)=0.
Somit mussen beide Flachen denselben Flacheninhalt
haben.

14 Tangente bei x=a: t:y=2a-x - a%

a
Flacheninhalt: A = J(x2 -2ax+ad)dx = %aa_
0

15 Die Lésungen zum Grundwissen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.

7 Graphen von Stammfunktionen

Seite 153
o

Einstiegsaufgabe

Der blaue Graph muss der Graph einer Funktion f sein,
der rote Graph der einer Stammfunktion F von f.
Begriindung:

An den Stellen, an denen der rote Graph Hochpunkte hat,
hat der blaue Graph Nullstellen mit VZW von + nach -. An
den Stellen, an denen der rote Graph Tiefpunkte hat, hat
der blaue Graph Nullstellen mit VZW von - nach +.
Dagegen hat der rote Graph an den Stellen, an denen der
blaue Graph Tiefpunkte (Hochpunkte) hat, Nullstellen mit
VZW von + nach - (von - nach +). Deshalb kann der rote
Graph nicht die Ableitung des blauen Graphen sein.

Seite 154
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1 A gehort zu (4), da der Graph (4) bei x =0 einen
Hochpunkt und der Graph A bei x = 0 eine Nullstelle mit
VZW von + nach - hat. Dies ist auch bei Graph D der Fall,
aber dieser verlauft steiler als Graph A. Deshalb gehort
der weniger steile Graph (4) zu A.

B gehort zu (2), da der Graph (2) zwei Extremstellen und
der Graph B dort zwei Nullstellen mit VZW hat.
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C gehort zu (1), da der Graph von C bei x =0 eine Null-
stelle mit VZW von - nach + und der Graph (1) bei x =0
einen Tiefpunkt hat.

D gehort zu (3), da der Graph (3) bei x =0 einen Hoch-
punkt und der Graph D bei x =0 eine Nullstelle mit VZW
von + nach - hat. Dies ist auch bei Graph A der Fall, aber
Graph D verlduft steiler als Graph A. Deshalb gehdrt der
steilere Graph (3) zu D.

2 a)
y
T y=F®
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 IX
PR SR EERE SR RN\
14
24
b)
y
1+ y=F(X)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 IX
PN SR AREE SR NI NCRE R A A

b)

y=Fx)




In beiden Teilaufgaben muss der Graph der Funktion F
um zwei Einheiten nach unten verschoben werden, wenn
F(1) = -2 gelten soll.

4 a) Falsch, da f im Bereich [-3; 0) oberhalb der x-
Achse verlduft und F in diesem Bereich somit streng mo-
noton wachsend ist.

b) Wahr, da f bei x =2 eine Extremstelle hat. Somit hat
Fbei x =2 eine Wendestelle; dort andert sich das Kriim-
mungsverhalten des Graphen von F.

¢) Falsch, denn f hat hier eine Nullstelle mit VZW

von - nach +. F hat an der Stelle x =4 also ein lokales
Minimum

d) Falsch. f verlauft zwischen 0 und 4 unterhalb der
x-Achse, d.h., F ist hier streng monoton fallend. F(4) muss
also echt kleiner sein als F(0).

5 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

6 a) Fur das dargestellte Intervall ist f(x) > 0, also
F'(x) > 0; d.h., Fist streng monoton wachsend. F(x) ist an
der Stelle e am grofiten.

b) An der Stelle a.

¢) An der Stelle a.

d) An der Stelle b.

7 a) Esist F(x)=0 fir x=-1 und x=5.
b) Esist f(x)=0 fur x=-1 und x=3.
3

0 [fX)dx=F@)-F)=2-1=1

d) #(1) entspricht der Steigung des Graphen von F an der
Stelle x =1; diese ist positiv.

f(3) entspricht der Steigung des Graphen von F an der
Stelle x = 3, diese ist 0. Damit ist f (1) nicht kleiner als
f(3).

8 a) Der Inhalt der grau gefarbten Fliche entspricht
dem Hohenunterschied in Metern zwischen den Zeit-
punkten t=0 und t="10.

b) Bis zum Zeitpunkt t =25 steigt der Ballon; danach
sinkt er. Daher hat der Ballon zum Zeitpunkt t =25 seine
hochste Hohe erreicht.

c) Der Inhalt der Flache zwischen Graph und t-Achse
tber dem Intervall [0; 60], die oberhalb der t-Achse liegt,
ist gréfer, als der Inhalt der Flache, die unterhalb der
t-Achse liegt. Daher hat der Ballon im Zeitraum [0; 60]
mehr an Hohe zugenommen als abgenommen. Deshalb
liegt der Landepunkt héher als der Startpunkt.

d)

Hohe (in m)

2000

1000

| Zeit t (in min)
Ol | 10 20 30 40 50 60
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9 a) Wahr, da der Graph von F durch den Punkt P(0]2)
verlauft.

b) Falsch. f hat tiberall dort Nullstellen, wo F innere
Extremstellen hat, also bei x=-2, 0 und 2.

2
c) Falsch, denn es ist Jf(x)dx =F(2)-F(-2)=0<2,
-2

da F(2) =F(-2) gilt.

d) Falsch,dennesist f(-2)=F(-2)=0, daFbei x=-2
ein Minimum hat.

Damitist F(-2) +f'(-2)=F(-2)+0=F(-2) < 1.

10 Die Losungen zum Test finden Sie am Ende vom
Schulbuch.

11 Dgehértzuf BzuFund Azuf.
Graph der Ableitungsfunktion zu C:
y
31

2 Graph von f'
14

7 6 5 -4 -3 - 1123 4 5
4

Graph einer Stammfunktion zu C:

12 Aussage A ist wahr, da f die Ableitung von F ist und
ihr Graph drei Nullstellen mit Vorzeichenwechsel im Be-
reich [-2;2] hat.

Aussage B ist allgemein falsch; er gilt nur in einem ein-
zigen Fall. Bei x =1 hat der Graph von f eine Nullstelle
mit Vorzeichenwechsel von + nach -.

Der Graph von F hat dort somit einen Hochpunkt. Der y-
Wert des Hochpunktes hangt jedoch von der Stammfunk-
tion ab. Fur die Stammfunktion misste F(1) = 4 gelten.
Aussage C ist falsch, da der Graph von f in diesem Be-
reich nur zwei Extremstellen besitzt.

Aussage D ist falsch, da der Graph von f in diesem Be-
reich nicht vollsténdig oberhalb der x-Achse liegt.
Aussage E ist falsch. Der Graph von f fallt in Bereich
[-1;1], d.h. f'(x) = F"(x) < 0. Die Graphen aller Stamm-
funktionen haben in diesem Bereich eine Rechtskriim-
mung.

Aussage F ist nur manchmal richtig. Je nach Konstante c
kdnnen sich die Graphen tber oder unter der x-Achse
befinden.

13 Die Lésungen zum Grundlagen-Test finden Sie am
Ende vom Schulbuch.
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Schulbuchseiten 158 -159

Exkursion: Rotationskérper und ihr Volumen

Seite 158
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1 a) Form: kelchformig (Sektkelch); Volumen: 27 = 6,28
b) Form: disenférmig bzw. trompetenformig; Volumen:
3n=236

c) Form: Zylinder; Volumen: 507 = 157,08

2 a) Vinen = 10,1257 = 31,81; in die Schale passen
31,81 ml Wasser.

b) Vaugen = 17,3310 = 54,44; Vgias = Vaugen = Vinnen = 22,63;
das zur Herstellung benétigte Glas hat ein Volumen von
22,63cm3.

3 Skizze:
Y 4
araphvon f
0,8
X

0 | 05 1 15 2
Der Graph von f beschreibt einen Viertelkreis; rotiert er
um die x-Achse, so entsteht eine Halbkugel.

V=nj[(’l-x2)dx= [x-x;];=(’l-%)n=%n
0

4 Mit der gegebenen Formel berechnet man das ent-
stehende Volumen, indem man vom &ufderen Volumen
das innere Volumen subtrahiert.

b
Mit der Formel m J(f(x) - g(x))2dx berechnet man das
a

Volumen des Kérpers, wenn der Graph der Funktion h mit
h(x) = f(x) - g(x) um die x-Achse rotiert. Dies ergibt nicht
das passende Volumen.

Rechnerisch sieht man dies, wenn man binomisch aus-
mulitpliziert:

b b

i J(f(x) - g(x))2dx=m J(f(x)z - 2f(x) g () + g(x)2) dx
a a

Dies ist im Allgemeinen nicht das Gleiche wie

b b b
1 [ (F00)2dx - m [(g00)2dx = 1 [ (F(0 - g (6))2dx.

5 Es muss Uber die lineare Funktion f mit f(x) = vx von

0 bis h integriert werden, damit der entstehende Kegel
die Hohe h und den Radius r hat:

0 h
A2 gy = ﬁz) - ﬁ.xj]h_l 2
T[F[(hx> dx—n!(hzx dx =5 5| =3mreh

6 Wird f durch 2f ersetzt, so vervierfacht sich das
Rotationsvolumen; ersetzt man f durch 0,5f, so wird das
Volumen geviertelt.

7 Gesucht ist die obere Grenze h, sodass
h h

b J(\&)zdx = andx =30 ist.
0 0

h
Also: 30 =m [%xz]o = %2 m, somit h = 4,37.

Das Wasser steht bis zu einer Hohe von ca. 4,37 LE.
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1 a) Der Flicheninhalt im Bereich [0; 2] unterhalb der
x-Achse betragt 1,5. Der Flacheninhalt im Bereich [2,5; 4]
oberhalb der x-Achse betrdgt ebenfalls 1,5. Im Bereich
[2; 2,5] befindet sich ein kleines Dreieck unterhalb der
x-Achse und ein grofReres Dreieck oberhalb der x-Achse.
Daher hat die Grof3e insgesamt zugenommen.

b) Die Flache liegt im Bereich [1; 3] vollstandig unter-
halb der x-Achse. Daher hat die Grof3e abgenommen.

2 a) Acht Karofldchen entsprechen 1000 Anrufe.

Es sind etwa 56 Kéastchen, und somit gingen bis 22 Uhr
ca. 7000 Anrufe ein.

b) Um 22 Uhr ist die Warteschleife am grofiten.

3 a) Fx) = %x“ b) F(x) = —%x‘“

0 F)=-2x1=22 d) F(x) = g2x +2)4
e) F(x) = -2cos(x +1) f) F() =3sin(3x)

g) F(x) = %xQ - cos(2x) h) F(x) = %sin(llx - )
i) F(x) = %ex*-r’ i) FOO)=x+2e05

k) F(x) = 3e3x+1 ) F()=7e2x2

4 a) GX)=-x2+3x+1
b) G(x) = -4e05705x +7
¢) G(x)=-cos(mx)+2

d) 60 =5\Bx+1)? - 5-Va

5 a) -2 b) oe 03 d) -2
e) 4 f) 375 g) 4 h) 4e2-6
6 a) Die Fliche unterhalb Y
der x-Achse ist grofier,
der Wert des Integrals ist / \
negativ. | X
2 110
[ 32+ Ddx
0 2 -7
[y 5

2 AT

3

_3--

b) Die Flache liegt vollstandig 4
unterhalb der x-Achse, des- 14
halb ist der Wert des Inte-
grals negativ. | X

[ (10 1) ex




¢) Die Flache oberhalb der 2 1Y /
x-Achse entspricht dem
Integral, der Wert ist also 6+
positiv.
In(5) 44
J (2ex-2)dx
0
2_-
= [2ex-2x]0®
=10-2In(5) - 2~ 4,78 iy
0, | 1 1,5
d) Die Flachen oberhalb 6--Y
und unterhalb der x-Achse
sind gleich grof3, der Wert des 44
Integrals ist 0.
2
J (x3 - x)dx 2T
,2 x
141912 '
= [ZX4 - EXz]_2 —1 0 1 2
=2-2=0 =27
-4+
_6__
e) Die Flachen oberhalb y

und unterhalb der x-Achse
sind gleich grof3, der Wert
des Integrals ist 0. .

ism(gx) dx = \jl \,

= jw

3w

3
= [—%cos (gx)]_3 =
=0

f) Die Flachen oberhalb
und unterhalb der x-Achse
sind gleich grof3, der Wert
des Integrals ist 0.

icos(%x)dx \/ l \/ \/

[2sin (%x)];=0-0=0

~

a) F'(x) = cos(x) - cos(x) + sin(x) - ( sin(x))
= (cos(x))2 - (sin(x))2 = f(

f(x)dx = F(m) - F(3) = 0
) F’(X)=ex+(x+’|)ex=(x+2)ex=f(x)

f(x)dx = F(2) - F(0) =3e2 -1

O—N gt NIE—S

8 a) Nullstellen: x4=-3 und x,=3; A 36
b) Nullstellen: x,=-1 und x,=0; A=

¢) Nullstellen:
d) Nullstellen: x,

Xq=-6 und x,=3; A——
=1 und x,=5; A=?

X=-6 und x,=-4; A=%
=0 und x,=m; A=4

e) Nullstellen:
f) Nullstellen: x,

Schulbuchseite 159 -160
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9 a) Nullstellen: x,=-1; x,=0 und x3=1; A=05

0
A=2 Jf(x) dx (Punktsymmetrie des Graphen von f)
2

128

b) Nullstellen: x;=-2; x,=0 und x3=2; A=—¢

0
<A= 2| [foodx

)
c) Nullstellen: x,=-m; X,

<A = Tf(x)dx +

-7

(Achsensymmetrie des Graphen von f)

)

10 Im Intervall [0; 3] ist g(x) > f(x). Also gilt

3
A=k -
0

=6+e3-1=5-e3=505.
Der Flacheninhalt betragt etwa 5,05.

=1 und x3=3m; A=16

f(x)dx

:l%;’

Seite 160
o]

3
X)) dx = i(z - eX)dx = [2x + e

16 _ 32
1" a) A=16—?=?

b) A= j(———)clx-§ +4=3,02

e
) 4-sm(x1)=2 O<x<1) dh x=%
4-sin(x) =4 (0<x<2) d.h. x,=3

A=2-T-[(4-sin(x) - 2)dx =21 -2V3 =177

S e—— N

12 a) f(x)=(x+1)-eX

mit Produktregel ableiten: f'(x) = eX + (x +1)-e*
Klammer auflésen und zusammenfassen:
F(x)=eX+x-eX+eX=2e*+x-e¥=(x+2) e

Mit analoger Berechnung: f(x) = (x + 3)-e*

Vermutung: F(x) = x-eX

b) Wenn F mit F(x) = x-e* Stammfunktion ist, gilt der
Zusammenhang F'(x) = f(x).

F(x) = e*+x-ex=(x+1)-e*=f(x). Die Funktion F ist eine

Stammfunktion von f.
2

J(x +1)-exdx = [x-ex]i =2e2-0=2e2,
0

13 () Falsch, da f in diesem Bereich nicht negativ ist.
(I) Wahr, da f an dieser Stelle eine Nullstelle mit VZW
hat.

(I) Falsch, da f (mindestens) zwei Nullstellen mit VZW
hat.

(IV) Wahr, da f bei x =1 eine Extremstelle hat.

14 Fehler in der 1. Auflage des Schulbuchs: Versehent-
lich wurde statt der richtigen die Grafik zu Aufgabe 13
ein zweites Mal abgedruckt. Mit der falschen Grafik ist
die Aufgabe nicht sinnvoll lGsbar.

a) f hat ungefdhr bei x=-1 und x =4 (lokale) Extrem-
stellen

b) Fhat bei x=-35 eine Extremstelle.
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¢) Man zeichnet ein Rechteck tiber [0; 4] mit Hohe 2.

Es hat den Flacheninhalt 8.

Der Integralwert entspricht dem Flécheninhalt der Fl&-
che, die vom Graphen von f und den beiden Koordinaten-
achsen begrenzt wird, da der Graph in diesem Bereich
Uber der x-Achse verlduft. Dass der Flacheninhalt dieser
Flache deutlich kleiner als die Rechtecksflache ist, kann
man der Abbildung entnehmen.

y

15 a) Tangente: y=3x - 4,5.
Schnittstelle mit der x-Achse: x =1,5.
Flacheninhalt:

A osan-132 (L]l -2-2
0

8 8"
b) Tangente: y=5(x - In(5)) +4=5x-5In(5) + 4.

Nullstelle der Tangente: N (ln (5) - % O)
Flacheninhalt:
(n(5)
A= [ @ -Ndx-3-24=[ex-x®-16
0
=5-In(5)-1-16=24-1In(5)=0,79

16 Gleichung der quadratischen Funktion (wenn der
Scheitelpunkt bei (0]-80) liegt): f(x) = 0,05x2 - 80;
Querschnittsflache:

40
A=1002 - | [ f(x)dx| = 10000 - 2890 - 17200
-40
=~ 5733,3cmZ
Volumen: V = %m3 = 0,5733m3; Masse: M = %;gt =1,32t.

Priifungsvorbereitung

o Seiten 162 und 163

Die Losungen zur Priifungsvorbereitung finden Sie am
Ende vom Schulbuch.
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Lambacher Schweizer

Das Losungsheft enthalt die Losungen zu allen Aufgaben, die nicht im Schii-
lerbuch gel6st werden. Es unterstiitzt Sie im Unterricht und ermdoglicht lhren
Schiilerinnen und Schiilern, sich zu Hause zu kontrollieren und ihr Wissen zu
festigen.

Mathematik Jahrgangsstufe Losungen






