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III Ableitung

3 Die Ableitungsfunktion

Bisher wurde die Ableitung einer Funktion f an einer Stelle bestimmt.
Um bei einer Funktion f nicht für jede Stelle x0 erneut die Ableitung mithilfe des Differenzen-
quotienten berechnen zu müssen, ist es zweckmäßig, die Ableitung   f ́    ( x  0  )   für jede beliebige 
Stelle x0 der Definitionsmenge zu ermitteln.

Beispielsweise erhält man die Ableitung der Funktion f mit  f  (x)  =  x   2   an einer beliebigen Stelle   x  0    
auf dieselbe Weise, wie man sie an einer konkreten Stelle (z. B. x0   = 2 ) berechnet.

Ableitung von  f  (x)  =  x   2   an der Stelle   x  0   = 2 

   
f  (2 + h)  − f  (2) 

 __ h   =   
  (2 + h)    2  −  2   2 

 __ h   =    2   2  + 2 ⋅ 2 h +  h   2  −  2   2   ___ h   =   4 h +  h   2  __ h   = 4 + h , man erhält    lim 
h → 0

    (4 + h)  = 4 .

Für die Ableitung an der Stelle   x  0   = 2  gilt   f ́    (2)  = 4 .

Ableitung von  f  (x)  =  x   2   an einer allgemeinen Stelle   x  0    

   
f  ( x  0   + h)  − f  ( x  0  ) 

  ___ h     =    
  ( x  0   + h)    2  −  x  0  2 __

h 

 =   
 x  0  2  + 2 ⋅  x  0   h +  h   2  −  x  0  2 

  ___ h   =   
2  x  0   h +  h   2 __

h 

 =  2 x   0   + h ,
man erhält    lim  

h → 0
    (2  x  0   + h)  =  2 x   0    .

Also ist die Ableitung an der Stelle   x  0     
  f ́    ( x  0  )  = 2  x  0    .

Mit   f ́    ( x  0  )  = 2  x  0    erhält man z. B.   f ́    (3)  = 6 , 
  f ́    (8)  = 16  und   f ́    (− 2)  = − 4 .

Die Funktion, die jeder Stelle x die Ableitung   f ́    (x)   zuordnet, heißt Ableitungsfunktion von f
und wird mit f ́ bezeichnet. Das Ermitteln der Ableitungsfunktion f ́ nennt man Ableiten oder 
Differenzieren.
Für die Funktion f mit  f  (x)  =  x   2   ist die Ableitungsfunktion   f ́    (x)  = 2 x .

Die Ableitungsfunktion
Die Funktion, die jeder Stelle x der Definitionsmenge die Ableitung   f ́    (x)   an dieser Stelle zuordnet, 
heißt Ableitungsfunktion   f ́    oder Ableitung von f.

Ist auch die Ableitungsfunktion   f ́    differenzierbar, so erhält man aus   f ́    durch Ableiten   f ̋    und 
spricht von der zweiten Ableitung „f zwei Strich“. Entsprechend ist die 3. Ableitung     f ́́ ʹ die Ab-
leitung von f ̋  etc., und die n-te Ableitung f    (n)    die Ableitung von f    (n − 1)   .
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Die Grafik zeigt den Graphen der Funktion f mit  
 f  (x)  = 2,5  x   3  +  x   2  − 2 x  sowie die Tangente an 
den Berührpunkt  B  ( a |   f  (a) )  . Der Punkt P mit 
der x-Koordinate a gibt mit seiner y-Koordinate 
den Wert der  Ableitung von f an der Stelle a an.
Überlegen Sie zunächst, welche Werte der 
Punkt P für verschiedene Berührpunkte anneh-
men wird. Erzeugen Sie danach die Spur des 
Punktes P. Notieren Sie Ihre Beobachtung.
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Zu Beginn des Lehrtextes wird 
erklärt, wie der neue Stoff mit bereits 
Gelerntem zusammenhängt.
Im blauen Merkkasten ist das Wichtigste 
zusammengefasst.  
Im Anschluss finden Sie ausführliche 
Beispielaufgaben mit Lösungen.

Mit den zahlreichen Aufgaben auf drei 
Niveaustufen 0 $ . können Sie das
Gelernte üben. Mit den Test-Aufgaben 
prüfen Sie, ob Sie den neuen Stoff 
verstanden haben. Lösungen finden Sie 
am Ende des Buches. 
Prüfen Sie mit Grundwissen Test , ob
der Stoff aus früheren Kapiteln oder
Klassen noch sitzt. Lösungen finden
Sie am Ende des Buches.
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Check-in

l nm

zu 1.  Grundwissen, Seite 214 

und Beispiel, Seite 59 

zu 2. Beispiel 2, Seite 84

zu 3. Beispiel, Seite 88

zu 4. Beispiel 1, Seite 92

zu 5.  Lehrtext, Seite 78

LerntippsSchätzen Sie sich ein:

1. Ich kann die Nullstellen einer ganzrationalen Funktion bestimmen.

2. Ich kann zum Graphen einer Funktion den Graphen der Ableitungs­
funktion skizzieren.

3. Ich kann mithilfe der Ableitungsregeln die Ableitung einer ganz­
rationalen Funktion bestimmen.

4. Ich kann die Gleichung einer Tangente an einen Graphen mithilfe 
der Ableitung bestimmen.

5. Ich kann die Ableitung einer Funktion im Sachzusammenhang 
 interpretieren.

 Nullstellen bestimmen 
Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion.
a)  f  (x)  =  (x + 3)   (x − 4)  b)  f  (x)  =  (2 x + 4)   (− x + 4) c)  f  (x)  =  x   2  − 4 x 
d)  f  (x)  =  x   3  − 4  x   2  e)  f  (x)  =  x   2  − 6 x + 5 f)  f  (x)  = 2  x   2  + 8 x − 6 

g)  f  (x) =   1 _ 2    x   3  −   1 _ 4    x   2  h)  f  (x)  = x  ( x   2  − 3 x + 2) i)  f  (x)  =  x   3  − 8  x   2  + 7 x 

Den Graphen der Ableitungsfunktion skizzieren
Skizzieren Sie den Graphen der Ableitungsfunktion   f ́    zu dem Graphen von f.
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 Ableitungsfunktion bestimmen
Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion f mithilfe der Ableitungsregeln. 

a)  f  (x)  =  2 x     3  − 4  x   2  + 5 b)  f  (x) =   1 _ 3    x   3  +   2 _ 5    x   2  + 3 x c)  f  (x)  = a  x   2  − b x + c 

 Tangentengleichung bestimmen 
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f an der Stelle   x  0    .

a)  f  (x)  =  x   2  + 2 x + 4 ;   x  0   = 2 b)  f  (x)  =  x   3  − 2  x   2  + 3 x ;   x  0   = − 3 c)  f  (x)  = −   1 _ 4    x   4  −   1 _ 3    x   3  ;   x  0   = − 1 

Ableitung im Sachzusammenhang 
Gegeben ist die Funktion V mit  V  (t)  = 0,25  t   3  − 3  t   2  + 8,75 t + 8 . V gibt das Wasservolumen in 
einem Teich in   m   3   an und t die vergangene Zeit seit dem Messbeginn in Tagen ( 0 ≤ t ≤ 7 ).
a) Bestimmen Sie die Ableitung von V an der Stelle  t = 1  bzw.  t = 5 . 
b)   V ́    beschreibt näherungsweise die Volumenänderung des Wassers in dem Teich. Erläutern Sie 

die Bedeutung der Ergebnisse aus Teilaufgabe a) im Sachzusammenhang.
c) Für  2 < t < 6  ist   V ́    (t)  < 0 . Erläutern Sie die Bedeutung im Sachzusammenhang. 

Test   Lösungen, Seite 249

1

2

a) b) c) d)

3

4

5

D14    Dokument 
Checkliste
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Überprüfen Sie mit dem Check-in 
das Wissen, das Sie für den
Einstieg in das neue
Kapitel benötigen.
Lösungen finden Sie am
Ende des Buches.

Grundlagen wiederholen Neue Inhalte verstehen und üben
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III Ableitung

1 Mittlere Änderungsrate – Differenzenquotient

Für Berufstaucher hat das Arbeitsschutzgesetz  
strenge Regeln für das Auftauchen festgelegt, 
um eine zu hohe Stickstoffkonzentration im 
Blut zu vermeiden. Die Tabelle zeigt den 
Auftauchvorgang, wie man ihn nach einem 
Tauchgang, bei dem man 28 Minuten lang in 
39 m Tiefe war, gestalten kann.
a) Bestimmen Sie die mittlere Auftauch-

geschwindigkeit für den gesamten Auf-
tauchvorgang.

b) Bestimmen Sie die mittlere Auftauchge-
schwindigkeit in den ersten sechs Minuten 
bzw. zwischen den Minuten 13 und 34 des 
Auftauchzeitraums.

c) Nutzen Sie Ihre Ergebnisse aus a) und b) für eine Beschreibung des Auftauchvorgangs.

Zeit (in min) 0 2,5 5,5 6 13 13,5 33,5 34

Tiefe (in m) 39 9 9 6 6 3 3 0

d) Informieren Sie sich über die gesundheitlichen Gefahren bei falschem Auftauchen.

Bei einer Bakterienkultur verdoppelt sich jede Stunde die Anzahl der Bakterien. Zu Beginn der 
Messung waren etwa 12 000 Bakterien vorhanden. 
Das Wachstum der Bakterien kann durch die Funktion f mit  f  (t)  = 12 000 ⋅  2   t   modelliert werden, 
dabei ist t die Zeit in Stunden seit dem Beobachtungsbeginn.
a) Bestimmen Sie die mittlere Änderungsrate von f im Intervall I. 

(1)  I =  [ 3; 8 ]  (2)  I =  [ 1; 5 ]  (3)  I =  [ − 2; 1 ]  
b) Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse aus Teilaufgabe a) im Sachzusammenhang.

Gegeben ist die Funktion f mit  f  (x)  =  2   x  . Zeigen Sie, dass für jede reelle Zahl a der Differenzen-

quotient von f im Intervall   [ a; a + 2 ]   mit    3 _ 2   ⋅ f  (a)   übereinstimmt.

Gegeben sind die Funktionen f mit  f  (x)  =  x   2   und g mit  g  (x)  =   1 _ 2    x   2  + x . 

Prüfen Sie, ob der Differenzenquotient von f im Intervall   [ 1; b ]   mit dem Differenzenquotient 
von g im Intervall   [ b; b + 1 ]   übereinstimmt.

Gegeben ist die Funktion f mit  f  (x)  =  x   2  . Zeigen Sie, dass die Differenzenquotienten von f in den 
Intervallen   [ a; b ]   und   [ a − 1; b + 1 ]   übereinstimmen.

Den Satz des Pythagoras in Kontexten anwenden 

In einigen Straßen ist die Beleuchtung an  
Stahlseilen von Haus zu Haus befestigt.
a) Berechnen Sie die Länge des Stahlseils von 

einer Hauswand zur anderen (vgl. Foto). 
Gehen Sie dafür von einem durchgehenden 
Stahlseil aus.

b) Schätzen Sie, wie groß der Durchmesser 
des Lampenschirms ist und geben Sie an, 
wie lang das Stahlseil dementsprechend 
auf beiden Seiten sein muss.

9$


Test 2    Lösungen, Seite 240

10$
 

11.

12.

13.

Tipp zu Aufgabe 13 
Beim Differenzenquo­
tienten in   [ a − 1; b + 1 ]
muss geschickt mithilfe 
der 3. binomischen For­
mel gekürzt werden.

   Grundwissen, Seite 216 
Lösungen, Seite 240

Grundwissen Test

285 cm

68
 cm

14G
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Symbole 
0 $ . einfache, mittlere, schwierige Aufgabe

H Arbeit zu zweit

 Gruppenarbeit

Verweise

 Diese Aufgabe soll ohne Hilfsmittel bearbeitet 
werden.

Æ Für diese Aufgabe benötigt man Funktionen 
eines modularen Mathematiksystems (MMS).

 kennzeichnet Aufgaben zum Thema Medien-
kompetenz.

 kennzeichnet Aufgaben, die den Fokus verstärkt 
auf (fachintegrierte) Sprachbildung richten.

A1	    Audio 

D1	    Dokument

I1	     interaktive Anwendung 

pdf austauschen

Die Medien (Audios, interaktive Anwendungen 
und Dokumente) zum Schulbuch sind online und 
offline verfügbar.

1. 	�QR-Code scannen oder Link in einen Browser
eingeben

2. 	�Mit den persönlichen Klett-Zugangsdaten
anmelden

3. 	�Digitale Medien online nutzen oder in
die  Klett Lernen App herunterladen

DO01_3-12-735481_000_vorderer_Vorsatz.indd   1DO01_3-12-735481_000_vorderer_Vorsatz.indd   1 06.09.2024   07:22:5106.09.2024   07:22:51
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Erkundungen

Im Folgenden sind die Graphen von vier Funktionen sowie von den zugehörigen ersten und 
 zweiten Ableitungen abgebildet. Die Graphen der vier Funktionen   f  1    ,   f  2    ,   f  3    und   f  4    sind blau, die 
 Gr aphen der ersten Ableitungen sind orange und die Graphen der zweiten Ableitungen sind braun.  
Die Graphen der ersten und zweiten Ableitungen sind jedoch nicht in der gleichen Reihenfolge 
abgebildet wie die zugehörigen Funktionsgraphen von   f  1    ,   f  2    ,   f  3    und   f  4    .

Was gehört zusammen? Begründen Sie. Skizzieren Sie den Graphen der dritten Ableitung.
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Betrachten Sie jetzt genauer die Hoch- und Tiefpunkte der Graphen und bilden Sie mithilfe 
der Kärtchen möglichst viele sinnvolle „Wenn-dann-Sätze“. Die Bausteine können auch doppelt 
verwendet werden. Es dürfen auch zwei Bausteine in einem Bedingungssatz verknüpft werden 
(„Wenn … und …, dann …“). 

  f ́    ( x  0  )  = 0 

  f ̋    ( x  0  )  > 0 

  f ̋    ( x  0  )  < 0 

  f ́    ( x  0  )  < 0 

  f ́    ( x  0  )  > 0 

  f ̋    ( x  0  )  = 0 

    f ́   ́   ́    ( x  0  )  > 0 

    f ́   ́   ́    ( x  0  )  < 0 

f hat an der Stelle   x  0    ein lokales Maximum.

  f ́    hat an der Stelle   x  0    ein lokales Minimum.

f’ hat an der Stelle   x  0    ein lokales Maximum.

Der Graph von f steigt an der Stelle   x  0    .

f hat an der Stelle   x  0    ein lokales Minimum.

Der Graph von   f ́    steigt an der Stelle   x  0    an.

Der Graph von   f ́    fällt an der Stelle   x  0    .

Der Graph von f fällt an der Stelle   x  0    .

Strukturieren Sie die Aussagen aus Aufgabe 2 und formulieren Sie Kriterien für das  Vorliegen von 
Extremstellen mithilfe der ersten und der zweiten Ableitung.

   Lerneinheit 1 
Seite 106  
 Lerneinheit 2 
Seite 110 und  
Lerneinheit 3 
Seite 114

1

(A) (B) (C) (D)

(1)

D15    Dokument 
Kopiervorlage 
der Graphen

(2) (3) (4)

2

3

Regeln zur Bestimmung von Hoch- und Tiefpunkten
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Exkursion

Der Brennpunkt einer Parabel
Man kann eine Parabel definieren als Menge 
aller Punkte, deren Abstand von einem festen 
Punkt F (dem Brennpunkt oder Fokus) genau-
so groß ist wie der Abstand zu einer festen 
Geraden (der Leitlinie).

Erzeugen Sie eine Parabel zu einem beliebigen 
Brennpunkt und einer beliebigen Leitlinie. 
Beschreiben Sie, warum Ihre Konstruktion die 
Bedingung (gleicher Abstand von F und einem 
Punkt auf der Leitlinie) erfüllt. 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

O

x

Leitlinie

F

Senkrechte
zur Leitlinie

Mittelsenkrechte
von F und L

P

f

L

y

Wählt man die Koordinaten so, dass der Brennpunkt F die Koordinaten  F  ( 0 |   f)   für ein  f > 0  und 
die Leitlinie die Gleichung  y = − f  hat, dann ergibt sich für die Parabel die Gleichung  y =   1 _ 4 f    x   2  .

Brennpunkte bei Paraboloiden
Lässt man eine Parabel um ihre Symmetrie-
achse rotie ren, entsteht eine bestimmte Form,
ein so genann tes Paraboloid. Man findet diese 
Form bei Satellitenschüsseln, Radioteleskopen 
oder auch bei Scheinwerfern.

Die besondere Form des Paraboloids hat 
etwas mit der Funktionsweise der verschiede-
nen Objekte zu tun. Die folgenden Überlegun-
gen   sollen dazu dienen, diese Funktionsweise 
zu verstehen.

Brennpunkteigenschaft im Zusammenhang mit Strahlen
Trifft ein Strahl beispielsweise auf einen para-
belförmigen Spiegel, so wird er wie an einem 
ebenen Spiegel, der tangential an der Parabel 
liegt, reflektiert. 
Es ist dann der Einfallswinkel gleich dem 
Reflexionswinkel (Reflexionsgesetz).

Bei Satellitenantennen verlaufen die einfallen-
den Strahlen näherungsweise parallel zur 
Symmetrieachse der Parabel.
Vereinfachend betrachten wir zunächst ein 
Paraboloid, bei dem die Parabel y =  x   2   um die 
y-Achse rotiert und Strahlen, die parallel zur 
y-Achse verlaufen.
Man kann auch rechnerisch nachweisen, dass 
die reflektierten Strahlen alle auf den Brenn-
punkt  F  ( 0 |   0,25)   treffen.

Prüfen Sie mit einem digitalen Hilfsmittel die 
Brennpunkteigenschaft der Parabel.

1− 1− 2− 3 2 3

1

2

3

O

P

x

fn t
s

sʹ

y

1− 1− 2− 3 2 3

1

2

3

O

P

F x

fn t
s

sʹ

y

parabola (lat.): Gleichnis 
παραβάλλειν (altgr.): 
nebeneinanderstellen

1


Der Brennpunkt liegt 
immer auf der Symmetrie­
achse der Parabel.

Im Merkspruch  
„Einfallswinkel =  
Ausfallswinkel“  
ist mit Ausfallswinkel 
der Reflexionswinkel 
gemeint.

2


Für die Arbeit mit einem 
digitalen Hilfsmittel ist 
es einfacher, den ein­
fallenden Strahl an der 
Normale zu spiegeln.
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Grundwissen Test    Lösungen, Seite 284

Rechnen mit rationalen Zahlen D32    Dokument 
Methoden

 Entscheiden Sie, zu welchen Zahlbereichen die 
Zahl gehört.

a)    7 _
5   b)    √ 

_
 16   c)  − 3, ‾27   d)    √ 

_
 7   

e)  −   27 _
3   f) 4,725 g)  2   1 _

3   h)    √ 
_

 32   

 Kürzen Sie so weit wie möglich. 

a)    169 _
65   b)    76 _

256   c)    117 _
189   d)    255 _

525   

 Ergänzen Sie die fehlende Zahl.

a)    3 _ 4   =   ■■ _ 64   b)    ■■ _ 28   =   6 _ 7   c)    36 _ ■■   =   4 _
5   d)    7 _ 12   =   98 _

■■   

 Berechnen Sie. Kürzen Sie vollständig. 

a)    2 _ 5   +   5 _
6   b)    11 _ 15   −   3 _

4   c)  2   4 _ 18   +   2 _
3   

d)  5   1 _ 2   − 2   7 _
10   e)    18 _ 27   +   12 _ 32   +   1 _ 4   f)  3   3 _ 5   +   4 _ 24   −   3 _

4   

 Familie Vogt hat im Urlaub Sport gemacht. 
Die Mutter ist  2   1 _ 4    Stunden gejoggt, der Vater ist 
3   1 _ 5    Stunden Rad gefahren und die kleine Simone 
ist    1 _ 3    Stunde geschwommen. Insgesamt hat die 
Familie 8 Stunden Sport gemacht. Paul behauptet, 
dass er mehr Sport gemacht hat als seine Mutter. 
Überprüfen Sie, ob dies stimmen kann.

 Wandeln Sie in eine Dezimalzahl um. 

a)    3 _
4   b)    12 _

5   c)    5 _
8   d)    16 _

40   

e)    5 _
6   f)  2   6 _

15   g)    33 _
375   h)    5 _

13   

 Wandeln Sie in einen Bruch um. Kürzen Sie, wenn 
möglich. 
a) 0,13 b) − 0,04 c) 8,25 d) 100,1
e)  − 7, ‾ 3   f) 0,0054 g)  11, ‾ 5   h) − 2,125

 Übertragen Sie die Zahlenmauer und ergänzen 
Sie sie so, dass über zwei Zahlen deren Summe 
steht. 

− 2,95  −   5 _
4   

 1   3 _
8   

0

1,575

1

2

3

4

5

6

7

8

Zahlbereiche (Aufgabe 1)

Natürliche Zahlen ℕ   {0; 1; 2; 3…}  
Ganze Zahlen ℤ   {… − 3; − 2; − 1; 0; 1; 2; 3…}
Zahlen, die man als Bruch darstellen kann, heißen 
rationale Zahlen (ℚ). Jeder Punkt auf der Zahlen­
gerade entspricht einer reellen Zahl (ℝ).  
Es gibt reelle Zahlen, wie z. B.   √ 

__
 2    oder π, die sich 

nicht als Bruch darstellen lassen.

Brüche kürzen und erweitern (Aufgaben 2 bis 4)

Ein Bruch wird erweitert, indem man den Zähler 
und den Nenner mit derselben natürlichen Zahl 
multipliziert.

   5 _ 6   =   5 ⋅ 3 _ 6 ⋅ 3   =   15 _ 18     (  5 _ 6   wird mit 3 erweitert)
Ein Bruch wird gekürzt, indem man den Zähler und 
den Nenner durch dieselbe natürliche Zahl dividiert. 

   8 _ 12   =   8 ÷ 4 _ 12 ÷ 4   =   2 _ 3     (  8 _ 12   wird mit 4 gekürzt)   

Brüche addieren und subtrahieren  
(Aufgaben 4 und 5)

Man macht die Brüche 
gleichnamig, addiert bzw. 
subtrahiert die Zähler und 
behält den Nenner bei.

   5 _ 6   +   3 _ 8   =   20 _ 24   +   9 _ 24   =   29 _
24   

7 _ 8   −   3 _ 10   =   35 _ 40   −   12 _ 40   =   23 _
40   

Brüche als Dezimalzahlen schreiben  
(Aufgaben 6 und 8)

Um einen Bruch in eine Dezimalzahl umzuwandeln, 
erweitert oder kürzt man den Bruch so, dass im 
Nenner 10, 100, 1000, … steht oder man dividiert 
den Zähler durch den Nenner. Man erhält eine ab­
brechende oder periodische Dezimalzahl. 
11 _ 8   =   11 ⋅ 125 _ 8 ⋅ 125   =   1375 _ 1000   = 1,375 ;    7 _ 22   = 7 ÷ 22 = 0,3 ‾ 18   

Dezimalzahlen als Brüche schreiben  
(Aufgaben 7 und 8)

Um eine Dezimalzahl als Bruch zu schreiben, nutzt 
man das Stellenwertsystem. Die erste Stelle nach 
dem Komma gibt die Zehntel, die zweite Stelle die 
Hundertstel, die dritte Stelle die Tausendstel usw. an. 

Zehner 
Z

Einer 
E , Zehntel 

z
Hundertstel 

h

0,34 0 , 3 4 34 _
100   

12,06 1 2 , 0 6  12   6 _
100   

 0,3 =   3 _ 10    ;  1,05 =   105 _ 100   =   21
 _ 20    ;  0,006 =   6 _ 1000   =   3 _

500   

Grundwissen
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III AbleitungKlausurtraining

Mittlere Änderungsrate – Differenzenquotient

Die Tabelle zeigt die Anzahl der arbeitslosen unter 20-Jährigen in Deutschland im Jahr 2022.

Monat 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Anzahl (in Tausend) 39 39 38 36 35 43 51 64 58 54 50 49

Berechnen Sie die mittlere Änderungsrate Quelle: destatis.de
a) von Januar bis März, b) von Oktober bis Dezember, c) von Januar bis Dezember.

 Bestimmen Sie den Differenzenquotienten der Funktion f im Intervall   [ − 2; 4 ]  .
a)  f  (x)  = 0,25  x   2  − 2 x − 2 b)  f  (x)  = − 2,5  x   2  + 2 x + 16 c)  f  (x)  = 0,25  ( x   3  −  x   2 )  

Momentane Änderungsrate – Ableitung

Ordnen Sie die Kärtchen einander zu, die denselben Sachverhalt beschreiben.

f hat an der Stelle 2 den Wert 1.D

Die Ableitung von f hat bei  x = 1  den Wert − 1.A

Die Steigung der Tangente an den Graphen von f in  Q  ( 2 |   f  (2) )   ist 8.J

 P  ( 1 |   − 2)   liegt auf dem Graphen von f.B

 Q  ( 2 |   1)   liegt auf dem Graphen von f.H

f hat an der Stelle 1 den Wert − 2.E f  (2)  = 1 C

  f ́    (2)  = 8 F   f ́    (1)  = − 1 G  f  (1)  = − 2 I

Bestimmen Sie die Ableitung von f an der Stelle   x  0    mithilfe der Tangente im Punkt  P  (  x  0   |   f  ( x  0  ) )  .

1− 1− 2− 3

− 1

1

O

x

f

t

y

x0
1 2− 1− 2

− 1

1

O

x

f ty

x0
1 2− 1− 2

− 1

1

O

x

f t

y

x0

a)  Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f an der Stelle   x  0   = 1  mithilfe des Differenzen-
quotienten für kleiner werdende h. Verwenden Sie Tabellen wie auf Seite 76.
(1)  f  (x)  =  x   2  − x + 2 (2)  f  (x)  = 2  x   3  −  x   2  (3)   x   2  − 4 x 

b) Berechnen Sie den Grenzwert des Differenzenquotienten für h gegen null und vergleichen Sie 
ihn mit Ihren Ergebnissen aus Teilaufgabe a).

Die Ableitungsfunktion

 Ordnen Sie dem blauen Graphen jeweils den passenden orangefarbenen Graphen der zugehö-
rigen Ableitungsfunktionen zu. Begründen Sie Ihre Entscheidung.

1 2 3− 1− 2− 3

1

− 1

− 2

O

y

x

1 2 3− 1− 2− 3

1

− 1

− 2

O

y

x

1 2 3− 1− 2− 3

1

− 1

− 2

O

y

x

1 2 3− 1− 2− 3

1

− 1

O

y

x

1 2 3− 1− 2− 3

1

− 1

O

y

x

1 2 3− 1− 2− 3

1

− 1

O

y

x

1

2

3

4
a) b) c)

5

6

(A) (B) (C)

(1) (2) (3)
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III AbleitungProbeklausur

Teil A: Aufgaben ohne Hilfsmittel 

Gegeben ist die Funktion f mit  
 f  (x)  = − 0,5  x   3  + x ,  x ∈ ℝ .
a) Zeigen Sie, dass  f  (− 1) =  f ́    (− 1)  .
b) Berechnen Sie die Nullstellen von f und 

geben Sie die zugehörigen Punkte   N  1    ,   N  2    
und   N  3    an.

c) Berechnen Sie die Steigung der Tangenten in   N  1    ,   N  2    und   N  3    .
d) Begründen Sie, dass für alle  u ∈ ℝ  gilt: Der Graph von f hat an den Stellen   x  1   = u  und 

x  2   = − u  dieselbe Tangentensteigung.

Gegeben ist der Graph der Funktion f mit  
 f  (x)  = 0,25  x   2  + 2 x + 3 . 
a) Ermitteln Sie die mittlere Änderungsrate 

von f im Intervall   [ − 4; 0 ]  .
b) Begründen Sie, welcher der Graphen (1) 

bis (3) als Graph der Ableitungsfunktion   f ́    
infrage kommt.

O

x

y

O

x

y

O

x

y

Teil B: Aufgaben mit Hilfsmitteln 

Gegeben ist die Funktion f mit  f  (x)  =  x   4  − 2  x   3  − 0,5  x   2  − x + 2 .
a) Vervollständigen Sie die Wertetabelle. 

x − 2 − 1 0 1 2

 f  (x)  34 5,5

b) Ermitteln Sie die Steigung der Sekante s 
durch die Punkte  P  ( 0 |   f  (0) )   und  Q  ( 1 |   f  (1) )  .

c) Ermitteln Sie die Stellen, an denen der 
Graph von f  Tangenten hat, die parallel zur 
Sekante s verlaufen.

d) Die Tangente an den Graphen von f im Punkt  
 R  (0, 5 |   f  (0,5) )   bildet mit der x- und y-Achse ein 
Dreieck. Berechnen Sie dessen Flächeninhalt. 

Der Barringer Krater in Arizona entstand vor etwa 22 000 Jahren durch einen Meteoriten-
einschlag. Sein Querschnitt wird für  − 6,5 ≤ x ≤ 6,5  näherungsweise durch die Funktion f  
mit  f  (x)  = 0,0013  x   4  − 1,8  modelliert. Dabei ist x die Breite und  f  (x)   die Höhe. Eine Einheit 
 entspricht 100 Metern.
a) Geben Sie die Tiefe des Kraters an.
b) Bestimmen Sie die durchschnittliche Steigung des Kraters im Intervall   [ 0; 5 ]  .
c) Bestimmen Sie die lokale Steigung an den Stellen  x = 0  und  x = 5 .
d) Der Graph der Ableitungsfunktion   f ́    ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung.  

Deuten Sie dies im Kontext.
e) Jim steht im Mittelpunkt des Kraters. „Jetzt deutet mein Körper die Normale an.“ meint 

er, „Wenn ich 350 m weiter nach rechts gehe, muss ich mich dafür gut 12° zurücklehnen.“ 
 Beurteilen Sie, ob Jim recht hat.

  Lösungen, Seite 248 25 min
1

1− 1− 2− 3 2 3

1

− 1

O

x

f y

O

x

f y2

(1) (2) (3)

 65 min
3

1− 1− 2 2 3 4

1

2

− 1

− 2

O

x

ft
y

R

4
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Überprüfen Sie mit dem Check-out in 
den Medien, welche Kompetenzen Sie 
in diesem Kapitel erworben haben.
Üben Sie im Klausurtraining Basis-
aufgaben aus jeder Lerneinheit und 
vernetzen Sie Lerninhalte mit den 
weiterführenden Aufgaben.
Lösungen finden Sie am Ende des 
Buches.

Mit der Probeklausur können Sie eine 
Klausur simulieren. Für jeden Teil (ohne 
Hilfsmittel bzw. mit Hilfsmitteln) gibt 
es zur Orientierung eine Zeitangabe. 
Zur Selbstkontrolle finden Sie die  
Lösungen in den Medien zum Schul-
buch.

Lösungen

I Funktionen – Bekanntes und Neues

Seite 5

Check-in

1

Term 1 2 − 4 1 _
2   

a)  4 x + 3 7 11 − 13 5

b)  0,5  x   2  − 2 − 1,5 0 6 − 1,875

c)    (2 − x)    2  + 2 3 2 38 4,25

d)    1 _
 x   2    1    1 _

4   1 _ 16   4

2 
a)  f  (x)  = −   1 _ 2   x + 2  g  (x)  = x + 1  h  (x)  = 3 

b)  f  (x)  =   (x − 3)    2  + 1  g  (x)  = 2  x   2   h  (x)  = −  x   2  + 3 

3
a) 

1− 1− 2− 3− 4− 5− 6

1

2

3

4

− 1

− 2

− 3

− 4

(1)

(2)(3)

2 3 4 5O

y

x

b) 

1− 1− 2− 3− 4

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

(1)

(3)

(2)

2 3 4 5 6 7O

y

x

4 
individuelle Lösungen, zum Beispiel:
periodisch mit der Periode  p = 2 π ; Amplitude 1
auf  I =  [ − 2 π; 2 π ]   größte Werte bei  x = −   3 π _ 2    ; bzw.  x =   π _ 2   
Der größte y-Wert beträgt  y = 1 .
auf  I =  [ − 2 π; 2 π ]   kleinste Werte bei  x = −   π _ 2    ; bzw.  x =   3 π _

2   
Der kleinste y-Wert beträgt  y = − 1 .
auf  I =  [ − 2 π; 2 π ]   Nullstellen bei  x = − 2 π ;  x = − π ;  x = 0 ; 
 x = π  bzw.  x = 2 π 

5
a)   5   2  = 25 b) (−   1 _ 2  )    

4
  =   1 _

16   c)   14   0  = 1 

d)   − 1   6  = − 1 e)   3   − 3  =   1 _
 3   3    =   1 _ 27 f)    (− 2)    − 6  =   1 _   (− 2)    6    =   1 _ 64   

Seite 10

6
a)   D  f   = ℝ    D  g   = ℝ     D  h   = ℝ 
b) − 3 − 2 − 1 0 1 2 3

 f  (x)  6 5 4 3 2 1 0

 g  (x)  4,5 2 0,5 0 0,5 2 4,5

 h  (x)  3 4 3 0 − 5 − 12 − 21

1− 1− 2− 3− 4− 5− 6

1

2

3

4

5

6

− 1

f

2 3 4 5O

y

x

  W  f   = ℝ 

1− 1− 2− 3− 4− 5− 6

1

2

3

4

5

6

7
g

2 3 4 5O

y

x

  W  g   =  ℝ  0  +    

223Lösungen
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Grundwissen sichern Selbstständig lernen

Zu zahlreichen Aufgaben 
finden Sie Lösungen im 
Buch, sodass Sie die Inhalte 
eigenständig üben und sich 
selbst überprüfen können.

Gelerntes sichern und überprüfen

Entdecken und forschen

Erkundungen bieten Gelegen-
heiten, neugierig zu sein, Fragen zu 
stellen, zu erforschen und zu probieren. 
Exkursionen bieten Anregungen, neu  
Gelerntes in Ihre Lebenswelt zu über-
tragen.

Im Grundwissen am Ende des 
Buches finden Sie Stoff aus 
früheren Klassen zum Nach-
schlagen und Wiederholen 
und weitere Aufgaben zum 
Üben mit Lösungen. 

Im Rückblick ist zum schnellen 
Nachschlagen zusammengefasst, was 
Sie in diesem Kapitel gelernt haben.

98

Rückblick

Mittlere Änderungsrate, Differenzenquotient

Der Differenzenquotient    
f  ( x  2  )  − f  ( x  1  )  __  x  2   −  x  1      gibt die mittlere Änderungsrate der 

Funktionswerte im  Intervall   [  x  1   ;  x  2   ]   an. 
Er entspricht geometrisch der Steigung der Sekante durch die Punkte  
P  (  x  1   |   f  ( x  1  ) )   und  Q  (  x  2   |   f  ( x  2  ) )  .

x1

y1

y2

x2

Δ x

s

Δ y

O

fy

x

P(x1 | f (x1))

Q(x2 | f (x2))

Momentane Änderungsrate, Ableitung

Wenn der Grenzwert    lim  
h → 0

     
f  ( x  0   + h)  − f  ( x  0  ) 

  ___ h    des Differenzenquotienten 

einer Funktion f an einer Stelle   x  0    existiert, dann heißt dieser Ableitung 
von f an der Stelle   x  0    , kurz:   f ́    ( x  0  )  .
Die Ableitung einer Funktion an der Stelle   x  0    gibt die momentane bzw. 
lokale Änderungsrate der Funktionswerte an dieser Stelle an.

Die Gerade durch den Berührpunkt  B  (  x  0   |   f  ( x  0  ) )   mit der Steigung   f ́    ( x  0  )
ist die Tangente des  Graphen von f im Punkt B. Man sagt: „Der Graph 
von f hat an der Stelle   x  0    die Steigung   f ́    ( x  0  )  .“

Gesucht ist die Ableitung der Funktion s mit  
 s  (t)  = 0,3  t   2   an der Stelle 1:
s  (1 + h)  − s  (1) 

 __ h      =   
0,3 ⋅   (1 + h)    2  − 0,3 ⋅  1   2 

  ___
h   

 =   
0,3  (1 + 2 h +  h   2 )  − 0,3

  ___ h     

 =   
0,3 + 0,6 h + 0,3  h   2  − 0,3

  ___ h   =   
0,6 h + 0,3  h   2 __ h    

 = 0,6 + 0,3 h 
Daraus ergibt sich der Grenzwert  

lim  
h → 0

     
s  (1 + h)  − s  (1) 

 __ h   = 0,6  

Die Ableitungsfunktion
Ist eine Funktion f für alle  x ∈  D  f    differenzierbar, so heißt die Funktion, 
die jeder Stelle x der Definitionsmenge die Ableitung   f ́    (x)   an dieser 
Stelle zuordnet, die Ableitungsfunktion f ́  oder Ableitung von f.

1− 1

− 1

O

xf y

1− 1

− 1

1

O

x

fʹ y

Wenn man markante 
Stellen der Steigung 
des Funktionsgraphen 
von f betrachtet, lässt 
sich der Graph der 
Ableitungsfunktion   f ́    
skizzieren.

Ableitungsregeln 
Potenzregel 
Für eine Funktion f mit  f  (x)  =  x   n  ,  n ∈ ℕ , gilt   f ́    (x)  = n ⋅  x   n − 1  .

Summenregel
Für eine Funktion f mit  f  (x)  = g  (x)  + h  (x)   gilt   f ́    (x)  =  g ́    (x)  +  h ́    (x)  .

Faktorregel
Für eine Funktion f mit  f  (x)  = r ⋅ g  (x)  ,  r ∈ ℝ , gilt   f ́    (x)  = r ⋅  g ́    (x)  .

 f  (x)  = 4  x   3  − 2  x   2  + 0,5 x
  f ́    (x)  = 12  x   2  − 4 x + 0,5 

 f  (x)  = −  x   3  −  x   2  ,  P  (−  1 |   0)  
  f ́    (x)  = − 3  x   2  − 2 x

Tangente und Normale − Steigungswinkel 
Die Normale n an einen Funktionsgraphen im Punkt P ist die Gerade 
durch P, die senkrecht zur Tangente t in P verläuft. Für die Steigungen m  t    

und   m  n    der Tangente und der Normale gilt   m  n   =   − 1 _  m  t      bzw.   m  t   ⋅  m  n   = − 1 . 

Für den Steigungswinkel α der Tangente t gilt dann  
 tan  (α)  =  f ́    ( x  0  )  =  m  t   
und für den Steigungswinkel β der Normale n gilt  

 tan  (β)  = −   1
 _  f ́    ( x  0  )    =  m  n    .

  m  t   =  f ́    (− 1)  = − 3 + 2 = − 1  
 0 = − 1 ⋅  (− 1)  + c , 
also  c = − 1 .
Man erhält  t  (x)  = − x − 1 . 

  m  n   =   − 1 _  f ́    (− 1)    =   − 1 _ − 1   = 1 ;

 0 = 1 ⋅  (− 1)  + d , also  d = 1 . 
Man erhält  n  (x)  = x + 1 .
 α = ta n   − 1   (− 1)  = − 45°
 β = ta n   − 1   (1)  = 45° 

1− 1− 2

− 1

1

O

P x
t

α
β

n

f
y
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Wiederholen – Vertiefen – Vernetzen

Lösungen, Seite 230Wiederholen und Üben

Bestimme die Lösungsmenge zeichnerisch mithilfe der Normalparabel. Überprüfe rechne­
risch, ob die abgelesenen Lösungen richtig sind.
a) x   2  − 7 x = – 10 b)   x   2  − 2 x = – 1 c)  –  x   2  − 6 x = 9 

Bestimme die Lösungsmenge der quadratischen Gleichung.
a) x   2  − 36 = 0 b)   x   2  − 225 = 0 c)  2  x   2  − 98 = 0 

d) (x − 3)   (x − 4)  = 0 e)   (x − 2)   (x + 1)  = 0 f)  x  (x +   1 _ 2  )  = 0

Ermittle zunächst, wie viele Lösungen die Gleichung hat. Wenn es Lösungen gibt, bestim­
me sie anschließend und mache die Probe.
a) x   2  + 6 x + 9 = 0 b)   x   2  + 5 x − 6 = 0 c)  5  x   2  − 30 x + 25 = 0 
d)  – 6 x +  x   2  − 40 = 0 e)  – 8 x + 2  x   2  = – 50 f)  27 − 18 x = – 3  x   2  

Prüfe, welche Lösungsmenge zu welcher quadratischen Gleichung gehört. Stelle für die 
übrigen Kärtchen eine quadratische Gleichung in der Form   x   2  + p x + q = 0  
auf, zu der die Lösungsmenge passt.
a) x   2  − 2 x + 1 = 0 b)   x   2  + 6 x − 7 = 0 c)  2  x   2  + 8 x + 6 = 0 d)   x   2  − 2,5 x + 1 = 0 

 L =  {− 4; 2}  I

 L =  {− 1; 2}  B

L=  {1; 3}  G

L =   {− 1}  D

 L =  {− 1; 7}  H

L =  {0,5; 2}  F

L =  {− 7; 1}  A L =   {1}  C

 L =  {− 3; − 1}  E

Übertrage die Tabelle in dein Heft und fülle 
sie aus. In jeder Zeile ist eine quadratische 
Gleichung gegeben. Zerlege sie in Linear­
faktoren und bestimme anschließend die 
Lösungen   x  1    und   x  2    .

  x   2  + p x + q = 0 p q   x  1     x  2   

x   2  − 2 x − 8 = 0 

x   2  + 8 x + 15 = 0 

x   2  − 5 x − 6 = 0 

  Jede Person aus der Gruppe löst die quadratischen Gleichungen aus Paket 1. Jeder 
entscheidet dabei zunächst, mit welchem Verfahren er rechnen will. Messt die Zeit, wie 
lang jede Person zum Lösen benötigt. Kontrolliert anschließend eure Lösungen und ver­
gleicht eure Lösungswege. Habt ihr geschickt gerechnet? 
Verfahrt anschließend bei Paket 2 bzw. Paket 3 in ähnlicher Weise.

Paket 1:
3  x   2  + 4 x − 6 = 0 
(x − 5)    2  − 5 = 0 
8 = 2  x   2  
x   2  − 12 x + 10 = 0 
3 x ⋅  (x + 5)  = 0 
25,5 x =  x   2  + 3, 2

Paket 2:
  x   2  − 12 x = 0 
 14 x +  x   2  = 4 
  x   2  + 89 x − 12 = 0 
12,5 x − 10 = 2,5  x   2  
 66 =   (4 + x)    2  
 16  x   2  = 80 

Paket 3:
13 x = 4  x   2  + 10 x 
x + 5  x   2  = 66 + x 
  x   2  − 12 + 3 x =  x   2  
  x   2  − 12 x − 55 = 11 
3,5 ⋅   (x − 44)    2  = 7 
  x   2  − 3  x   2  + 6 x = 1,5 

Simone hat sich zum Lösen einer quadra­
tischen Gleichung in der Form  
x   2  + p x + q = 0  mithilfe einer Linearfaktor­
zerlegung einen Regelhefteintrag erstellt. 
Erläutere, wie man mithilfe des Eintrags 
das Lösungsverfahren erklären kann.

(x − ●●) ⋅ (x − ■■) = 0 
 x² − (●● + ■■) ⋅ x + ●● ⋅ ■■ = 0 

p q
mit  x² + p x + q = 0. 
Wenn es gelingt, p als Summe und q als 
Produkt zu schreiben, ist man fertig.

10

20

30

40

50

60 Verfahrensübersicht: 
  x   2  = e  und    (x + a)    2  = e  
→ Wurzelziehen 
 x  (x − b)  = 0  und  
  x   2  − b x = 0 
→ Ausklammern und
Ablesen 
x   2  + p x + q = 0  
→ pq-Formel, Linear-
faktor zerlegung oder 
quadratische Ergänzung

D16   Check-out
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I  Fortsetzung der Differenzialrechnung

6	 Die Wurzelfunktion als Umkehrfunktion

Ilja möchte den Graphen der Funktion g mit der Funktionsgleichung  
​g ​(x)​ = ​ √ 

_
 x ​​  und dem Definitionsbereich ​​ D​ g​​ = ​ℝ​​  ≥ 0​​  zeichnen. Er behaup­

tet: „Dafür kann ich die Schablone der Normalparabel benutzen.“
Hat Ilja recht? Begründen Sie.

Eine Funktion ordnet jedem Wert einer 1. Größe den passenden Wert einer 2. Größe zu. Wenn 
man sich dafür interessiert, wie die 1. Größe von der 2. Größe abhängt, kann es hilfreich sein, 
eine Funktion umzukehren. Im Folgenden wird dies an einem Beispiel erklärt.

Die Funktion f mit ​ f​ ​(s)​ = ​s​​ 2​​  ordnet jeder 
Seitenlänge ​ s ∈ ​ℝ​​  ≥ 0​​​​  eines Quadrats dessen 
Flächeninhalt A zu. 
Umgekehrt ordnet die Funktion ​​‾ f ​​ mit   
​​‾ f ​ ​(A)​ = ​ √ 

_
 A ​​  jedem Flächeninhalt ​ A ∈ ​ℝ​​  ≥ 0​​ 

eines Quadrats dessen Seitenlänge s zu. 
Die Funktion ​​‾ f ​​ wird daher als die Umkehr­
funktion der Funktion f bezeichnet.

s

A

f (s) = s2

‾ √
__

f (A) =    A

Beispiel:

s = 2 A = 4

f (2) = 22 = 4

‾ √
__

f (4) =    4 = 2
Graph der Umkehrfunktion zeichnen
Wenn man bei den Funktionen f und ​​‾ f ​​ eine 
einheitliche Variable verwendet, beispiels­
weise x, kann man ihre Graphen in dasselbe 
Koordinatensystem zeichnen.
Der Graph der Umkehrfunktion ​​‾ f ​​ entsteht aus 
dem Graphen von f, indem man die Koordina­
ten der Punkte vertauscht:
Der Graph von f verläuft beispielsweise durch 
den Punkt ​ P​ ​(​2 | ​ 4)​​,  der Graph von ​​‾ f ​​ durch den 
Punkt ​​ ‾ P ​ ​(​4 | ​ 2)​.​ 
Man erkennt: Das Vertauschen der Koordina­
ten entspricht einer Spiegelung an der Winkel­
halbierenden mit der Gleichung ​ y = x​. 1 2 3 4 5 6O

y

x

 1

2

3

4

5

y = x

f

f

P (2 | 4)

P (4 | 2)

Umkehrbarkeit von Funktionen, Definitions- und Wertebereich der Umkehrfunktion
Eine Funktion f ist nur dann umkehrbar, wenn 
man jedem ​ y ∈ ​W​ f​​​  ein eindeutiges ​ x ∈ ​D​ f​​​  mit  
​f​ ​(x)​ = y​  zuordnen kann.
Dies ist bei der quadratischen Funktion f mit 
​f​ ​(x)​ = ​x​​ 2​​  der Fall, wenn man den Definitions­
bereich ​​D​ f​​​ z. B. auf  ​​D​ f​​ = ​ℝ​​  ≥ 0​​​​  einschränkt 
(Fig. 1). Die Umkehrfunktion ​​‾ f ​​ hat dann den 
Definitionsbereich ​​ D​ ​‾ f ​ ​​ = ​W​ f​​ = ​ℝ​​  ≥ 0​​​​,  den Werte­
bereich ​​ W​ ​‾ f ​ ​​ = ​D​ f​​ = ​ℝ​​  ≥ 0​​​​  und die Funktions­
gleichung ​​ ‾ f ​​(x)​ = ​ √ 

_
 x ​​.

1− 1− 2

1

2

3

4

O 2

y

x

Wf

Df

f

Fig. 1

1− 1− 2

1

2

3

4

O 2

y

x

Wf

Df

f

Fig. 2
Lässt man bei der Funktion f mit ​ f​ ​(x)​ = ​x​​ 2​​  jedoch den maximalen Definitionsbereich  ​​D​ f​​ = ℝ​  zu, 
ist f nicht umkehrbar: Beispielsweise gilt ​ f​ ​(2)​ = 4​  und ​ f​ ​(− 2)​ = 4​,  also kann man dem y-Wert 4
keinen eindeutigen x-Wert zuordnen (Fig. 2).
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Die Wurzelfunktion als Umkehrfunktion
Eine Funktion f mit der Definitionsmenge ​​D​ f​​​ und der Wertemenge ​​W​ f​​​ heißt umkehrbar, wenn es 
zu jedem ​ y ∈ ​W​ f​​​  genau ein ​ x ∈ ​D​ f​​​  mit ​ f​ ​(x)​ = y​  gibt. 
Bei einer umkehrbaren Funktion f bezeichnet man die Umkehrfunktion mit ​​‾ f ​​. 
Die Umkehrfunktion der Funktion f mit ​ f​ ​(x)​ = ​x​​ 2​​  mit dem eingeschränkten Definitionsbereich
​​D​ f​​ = ​R​​  ≥ 0​​​​  ist die Wurzelfunktion ​​‾ f ​​ mit ​​ ‾ f ​ ​(x)​ = ​ √ 

_
 x ​​.  Sie hat den Definitionsbereich ​​ D​ ​‾ f ​​​ = ​R​​  ≥ 0​​​​  und 

den Wertebereich ​​ W ​ ​‾ f ​​​ = ​R​​  ≥ 0​​​​. 

Beispiel 1  Die Umkehrbarkeit einer Funktion anhand ihres Graphen prüfen
 Gegeben sind die Graphen der Funktionen f und g.
a) Prüfen Sie, ob die Funktionen f und g im

abgebildeten Bereich umkehrbar sind.
b) Skizzieren Sie den Graphen der umkehrba­

ren Funktion aus Teilaufgabe a) sowie den
Graphen der zugehörigen Umkehrfunktion.

Lösung
a) Die Funktion f ist nicht umkehrbar, weil

beispielsweise der Funktionswert − 2 an
mehreren Stellen angenommen wird. Es
gilt ​ f​ ​(− 1)​ = f​ ​(1)​ = − 2​.
Da die Funktion g streng monoton zuneh­
mend ist, lässt sich jedem ​ y ∈ ​W​ g​​​  genau 
eine Stelle ​ x ∈ ​D​ g​​​  mit ​ y = g​ ​(x)​​  zuordnen. 
Also ist g umkehrbar.

b) Man spiegelt den Graphen von g an der
Geraden mit der Gleichung ​ y = x​.

1− 1− 2 6 75

1

2

3

4

− 1
2 3 4O

y

xy = x
g

‾g

Beispiel 2  Wurzelfunktionen transformieren
 Gegeben ist die Funktion f mit ​ f​ ​(x)​ = 2 ​ √ 

_
 x − 1 ​​.

a) Erläutern Sie, wie der Graph von f aus dem Graphen von g mit ​ g​ ​(x)​ = ​ √ 
_

 x ​​  entsteht. 
b) Skizzieren Sie die Graphen von f und g in ein gemeinsames Koordinatensystem.
Lösung 
a) Der Graph von f entsteht aus dem Graphen

von g, indem man ihn um 1 Einheit nach
rechts verschiebt und in y-Richtung mit
dem Faktor 2 streckt.

b) Der Graph von f lässt sich durch schritt­
weises Transformieren skizzieren.

Aufgaben

Die Abbildung zeigt den Graphen der umkehr­
baren Funktion f.
a) Lesen Sie die Koordinaten der Punkte A, B

und C des Graphen von f ab.
Notieren Sie die Punkte ​​‾ A ​​, ​​‾ B ​​ und ​​‾ C ​​ des 
Graphen der Umkehrfunktion ​​‾ f ​​ von f.

b) Tragen sie die Punkte A, B, C, ​​‾ A ​​, ​​‾ B ​​ und ​​‾ C ​ ​in 
ein Koordinatensystem ein und skizzieren 
Sie die Graphen von f und ​​‾ f ​.​

1− 1− 2 7654

1

2

 − 2

 − 1

O 2 3

y

x

A

B

C

f

c) Geben Sie jeweils den Definitions- und den Wertebereich der Funktionen f und ​​‾ f ​​ an.

1− 1− 2
− 1

− 2

O 2

y
x

f

1− 1 3
− 1

1

O 2

y

x

g

1 6 7 8 95
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y
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I  Fortsetzung der Differenzialrechnung

6  Die Wurzelfunktion als Umkehrfunktion

a) Prüfen Sie, ob die Funktionen f, g, h und i im abgebildeten Bereich umkehrbar sind.

2− 2

2

O 4 6

y

x
f

2− 2− 4

2

O 4

y

x

g

2− 2

2

O 4 6

y

x

h

2− 2− 4

2

− 2
4

y

x
i

O

b) Skizzieren Sie die Graphen der umkehrbaren Funktionen aus Teilaufgabe a) jeweils in ein
eigenes Koordinatensystem. Ergänzen Sie die Winkelhalbierende mit der Gleichung ​ y = x​  und
den Graphen der zugehörigen Umkehrfunktion in dem Koordinatensystem.

Ein Welpenforum beschreibt das Gewicht 
eines Golden Retrievers im ersten Lebensjahr 
mithilfe der Modellfunktion g. Dabei gibt ​g ​(t)​​ 
das Gewicht (in kg) zum Zeitpunkt t (in Mona­
ten nach der Geburt) an. g ist umkehrbar mit 
der Umkehrfunktion ​​‾ g ​​.
a) Beschreiben Sie die Bedeutung der Umkehrfunktion ​​‾ g ​​ im Sachkontext.
b) Beschreiben Sie die Bedeutung der Gleichungen im Sachkontext.

​g​ ​(3)​ = 11​A ​​‾ g ​ ​(20)​ = 5,5B ​​‾ g ​ ​(18)​ − ​‾ g ​ ​(15)​ = 1C

 Gegeben sind der Graph der Funktion f mit ​ f​ ​(x)​ = ​ 1 _ 4 ​ ​x​​ 2​ − 1​  und ​​ D​ f​​ = ​R​​  ≥ 0​​​​  sowie die Graphen 

der Funktionen ​f​ 1​​  , ​f​ 2​​ und ​f​ 3​​ mit ​​ f​ 1​​ ​(x)​ = ​ 1 _ 4 ​ ​ √ 
_

 x ​ + 1,​ ​​ f​ 2​​ ​(x)​ = 2 ​ √ 
_

 x ​ − 1​  und ​​ f​ 3​​ ​(x)​ = 2 ​ √ 
_
x + 1 ​.​

2− 2

2

O 4 6

y

x

f

2− 2

2

4 6

y

x

A

O 2− 2

2

4 6

y

x

B

O 2− 2

2

4 6

y

x
C

O

a) Ordnen Sie ​​f​ 1​​​  , ​​f​ 2​​​ und ​​f​ 3​​​ jeweils den passenden Graphen A bis C zu. Begründen Sie.
b) Geben Sie jeweils den Definitions- und Wertebereich der Funktionen ​​f​ 1​​​  , ​​f​ 2​​​ und ​​f​ 3​​​ an.
c) Begründen Sie, dass f umkehrbar ist. Entscheiden Sie, welche der Funktionen ​​f​ 1​​​  , ​​f​ 2​​​ oder ​​f​ 3​​​ 

die Umkehrfunktion von f ist. Begründen Sie.

a) Begründen Sie anhand der Graphen, dass
die Funktionen f und g im abgebildeten
Bereich umkehrbar sind.

b)  Skizzieren die Graphen von f und g und
ergänzen Sie den Graphen der jeweiligen
Umkehrfunktion.

2− 2

2

− 2

− 4

O 4

y

x
f

2− 2

2

− 2

− 4

O 4

y

x

g

Die Funktion f beschreibt den Abkühlungsvorgang eines Heißgetränks (t in min nach der 
Zubereitung, ​f ​(t)​​ in °C). f ist umkehrbar mit der Umkehrfunktion ​​‾ f ​​. 
a) Beschreiben Sie die Bedeutung der Umkehrfunktion ​​‾ f ​​ im Sachkontext.
b) Beschreiben Sie die Bedeutung der Gleichungen im Sachkontext.

​f​ ​(5)​ = 78,5​A ​​‾ f ​ ​(60)​ = 14,5B ​​‾ f ​ ​(30)​ − ​‾ f ​ ​(40)​ = 1,5C

 Gegeben sind die Funktionen g mit ​ g​ ​(x)​ = 2 ​ √ 
_

 x ​​  und h mit ​ h​ ​(x)​ = ​ √ 
_
x − 1 ​​.

a) Beschreiben Sie, wie die Graphen der Funktionen g und h aus dem Graphen der Funktion f
mit ​ f​ ​(x)​ = ​ √ 

_
 x ​​  hervorgehen. 

b) Skizzieren Sie die Graphen von f, g und h in ein gemeinsames Koordinatensystem.

20 		� Lerntipp 
Seite 30, Beispiel 1

30

40

Test 1 		� Lösungen, Seite xxx

50

60

7$ 		� Lerntipp 
Seite 30, Beispiel 2
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a)  Ordnen Sie den Funktionen f, g und h mit ​ f​ ​(x)​ = ​ √ 
_

 x − 2 ​​, ​ g​​ ​(x)​ = 2 ​ √ 
_

 x ​​  und ​ h​ ​(x)​ = ​ √ 
_

 x ​ + 2​ 
ihre Funktionsgraphen, die Graphen ihrer Umkehrfunktionen ​‾ f ​, ​‾ g ​ und ​​‾ h ​​ sowie die Gleichungen
ihrer Umkehrfunktionen von den Kärtchen zu.

b) Geben Sie die Definitions- und die Wertebereiche der sechs Funktionen an.

2

4

2

O 4 6

y

x

G1

2

4

2

O 4 6

y

x

G2 G3

2
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2
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x
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2
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2

O 4 6
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x

G4

2

4

2

O 4 6

y

x

G6

2

4

2

O 4 6

y

x

​y = 0,25 ​x​​ 2​​A

​y = ​​(x − 2)​​​ 2​​B

​y = ​x​​ 2​ + 2​C

 Man erhält den Graphen der umkehrbaren Funktion g, indem man den Graphen der Funktion f
mit ​ f​ ​(x)​ = ​ √ 

_
 x ​​  um 2 Einheiten nach links und um 1 Einheit nach unten verschiebt.

a) Geben Sie die Funktionsgleichung von g an.
b) Geben Sie den Definitions- und Wertebereich von g und ihrer Umkehrfunktion ​​‾ g ​​ an.
c) Skizzieren Sie die Graphen von g und ​​‾ g ​​ in dasselbe Koordinatensystem.
d) Stellen Sie eine begründete Vermutung auf, welche Funktionsgleichung ​​‾ g ​​ hat.

Finden Sie den Fehler!
Gegeben ist der Graph von f. Der Graph der 
Umkehrfunktion ​​‾ f ​ ​von f soll im selben Koordi­
natensystem gezeichnet werden. 
Erklären Sie, was falsch gemacht wurde, und 
skizzieren Sie die richtige Lösung. 2

2

− 2

O 4 6

y

x

f‾f

2

2

− 2

O 4 6

y

x

f
‾f

 Gegeben ist die Funktion f mit ​ f​ ​(x)​ = 2 ​ √ 
_

 x − 3 ​​  und ihre Umkehrfunktion ​​‾ f ​​.
a) Bestimmen Sie den Definitions- und den Wertebereich von f und ​​‾ f ​​.
b) Beschreiben Sie, wie der Graph von f aus dem Graphen von h mit ​ h​ ​(x)​ = ​ √ 

_
 x ​​  entsteht.

c) Skizzieren Sie die Graphen von f und ​​‾ f ​​ in dasselbe Koordinatensystem.

Michelle vermutet: „Die Funktion f mit ​ f​ ​(x)​ = ​x​​ 2​​  müsste auch umkehrbar sein, wenn man den 
Definitionsbereich auf ​​ℝ​​  ≤ 0​​ einschränkt. Dann kann allerdings nicht ​​ ‾ f ​​(x)​ = ​ √ 

_
 x ​​  sein.“ Begründen 

Sie, dass Michelle recht hat und ermitteln Sie die Gleichung der Umkehrfunktion.

Malik behauptet: „Die Funktion f mit ​ f​ ​(x)​ = ​ 1 _ x ​​  hat sich selbst als Umkehrfunktion.“
a) Begründen Sie, dass Malik recht hat.
b) Finden Sie eine weitere Funktion, die sich selbst als Umkehrfunktion hat.

Volumenänderung eines Kegels untersuchen

Untersuchen Sie, wie sich das Volumen eines Kegels verändert, wenn man seine Höhe halbiert 
und den Radius der Grundfläche verdoppelt.

8$

9$ Æ Die Lösungen zu 
Aufgabe 9 können mit 
einem MMS überprüft 
werden.

10$
a) b)

Test 2 		� Lösungen, Seite xxx

11$

12.

13.

Grundwissen Test 		� Grundwissen, Seite 419 
Lösungen, Seite XXX

14G
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7	 Potenzfunktionen ableiten

Die Graphen A, B und C und die Terme 1, 2 
und 3 gehören zu einer Funktion f, ihrer ersten 
Ableitung ​​f ́ ​​ und ihrer zweiten Ableitung ​​f ̋  ​​.  
Ordnen Sie zu und begründen Sie.

Die Ableitungsregeln für Potenzfunktionen mit natürlichen Exponenten sind bekannt. Im Folgen­
den werden sie auch auf Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten übertragen.

Eine Potenzfunktion f mit ​ f​ ​(x)​ = ​x​​ n​​  und natürlichem Exponenten ​ n ∈ ℕ​  hat nach der Potenz­
regel die Ableitung ​​ f ́ ​ ​(x)​ = n ⋅ ​x​​ n − 1​​​​. 

Auch die Funktion g mit ​ g​ ​(x)​ = ​ 1 _ x ​ = ​x​​ − 1​​​​ 

mit ​​ D​ g​​ = ​ℝ​​  ≠ 0​​  ist eine Potenzfunktion, ihr 
Exponent ist jedoch negativ. 

Mithilfe des Differenzenquotienten wird 
gezeigt, dass die Potenzregel auch für die 
Funktion g gültig ist.

y

x

g

g (x0)
g (x0 + h)

x0 x0 + h

​​ 
g​ ​(​x​ 0​​ + h)​ − g​ ​(​x​ 0​​)​

  ___ h  ​ �= ​ 
​  1

 _ ​x​ 0​​ + h ​ − ​ 1 _ ​x​ 0​​ ​
 __ h  ​ = ​(​  1

 _ ​x​ 0​​ + h ​ − ​ 1 _ ​x​ 0​​ ​)​ ⋅ ​ 1 _ h ​​ 

​= ​(​ 
​x​ 0​​
 __ ​x​ 0​​ ​(​x​ 0​​ + h)​ ​ − ​ 

​x​ 0​​ + h
 __ ​x​ 0​​ ​(​x​ 0​​ + h)​ ​)​ ⋅ ​ 1 _ h ​​ 

​= ​ 
​x​ 0​​ − ​(​x​ 0​​ + h)​

 __ ​x​ 0​​ ​(​x​ 0​​ + h)​  ​ ⋅ ​ 1 _ h 

​= ​  − h
 __ ​x​ 0​​ ​(​x​ 0​​ + h)​ ​ ⋅ ​ 

1
 _ h  

​= − ​  1
 __ ​x​ 0​​ ​(​x​ 0​​ + h) ​​ 

​​|  Brüche in der Klammer gleichnamig machen

​​|  Zähler auf einen Bruchstrich schreiben,

​​|  Zähler vereinfachen​​

​​|  mit h kürzen, Zähler berechnen

Daher folgt für alle ​​ x​ 0​​ ∈ ​D​ g​​​ : ​​  lim​ 
h → 0

​​ ​ 
g ​(​x​ 0​​ + h)​ − g ​(​x​ 0​​)​

  ___ h  ​ = ​ lim​ 
h → 0

− ​ 1 __ ​x​ 0​​ ​(​x​ 0​​ + h)​ ​ = − ​ 1 _
​​x​ 0​​​​ 2​ ​ ​

Also ist g für alle ​ x ∈ ​D​ g​​​  differenzierbar und es gilt: ​​ g ́ ​ ​(x)​ = − ​ 1 _ ​x​​ 2​ ​ = − 1 ⋅ ​x​​ − 2​​​​

Damit ist die Potenzregel für den negativen Exponenten ​ n = − 1​  bewiesen.

Man kann zeigen, dass die Potenzregel für beliebige reelle Exponenten ​ r ≠ 0​  gültig ist. 
Üblicherweise werden Potenzfunktionen f mit ​ f ​(x)​ = ​x​​ r​​  und ​ r ∉ ℤ​  nur auf dem Definitions­
bereich ​​ D​ f​​ = ​ℝ​​  > 0​​  betrachtet.

Auch die Wurzelfunktion h mit ​ h​ ​(x)​ = ​ √ 
_

 x ​​  mit ​​ D​ h​​ = ​ℝ​​  ≥ 0​​​  ist eine Potenzfunktion, denn es gilt

​h​ ​(x)​ = ​ √ 
_

 x ​ = ​x​​ ​ 
1 _ 2 ​​​. 

Mit der Potenzregel erhält man ​​ h ́ ​ ​(x)​ = ​ 1 _ 2 ​ ​x​​ − ​ 1 _ 2 ​​ = ​ 1 _ 
2 ​ √ 

_
 x ​
 ​​ . 

Für alle ​​ x​ 0​​ ∈ ​D​ g​​​  ist auch ​​
x​ 0​​ + h ∈ ​D​ g​​​ ,  wenn h nahe 
genug an null ist (genauer: 
wenn ​​ | h |​ < ​| ​x​ 0​​ |​​  ist).

Die Ableitung der Funk­
tion h mit ​ h ​(x)​ = ​ √ _ x ​​  wird 
in Aufgabe 14 graphisch 
und in Aufgabe 15 rech­
nerisch ermittelt.

​ 2 _ ​x​​ 3​ ​1

​− ​ 1 _
​x​​ 2​ ​​2

​ 1 _ x ​3
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Potenzfunktionen ableiten
Eine Potenzfunktion f mit ​ f​ ​(x)​ = ​x​​ r​​, ​ r ∈ ℝ​,  hat die Ableitung ​​ f ́ ​ ​(x)​ = ​r ⋅ x​​ r − 1​​. 
Insbesondere gilt:
Die Funktion g mit �​ g​ ​(x)​ = ​ 1 _ x ​ = ​x​​ − 1​​  und dem Definitionsbereich ​​​ D​ g​​ = ℝ​​   ≠ 0​​  hat die Ableitung 

​​g ́ ​ ​(x)​ = ​(− 1)​ ⋅ ​x​​ − 2​ = − ​ 1 _ ​x​​ 2​ ​​ .

Die Funktion h mit �​ h​ ​(x)​ = ​ √ 
_

 x ​ = ​x​​ ​ 
1 _ 2 ​​​  und dem Definitionsbereich ​​​ D​ h​​ = ℝ​​  > 0​​  hat die Ableitung 

​​h ́ ​ ​(x)​ = ​ 1 _ 2 ​ ​x​​ − ​ 1 _ 2 ​​ = ​ 1 _ 
2 ​ √ 

_
 x ​
 ​​ .

Beispiel 1  Potenzregel anwenden und Steigungswinkel berechnen
Die Abbildungen zeigen den Graphen der 

Funktion f mit ​ f ​(x)​ = 6 − ​ 5 _ x ​​  und ​​ D​ f​​ = ​ℝ​​  ≠ 0​​ 

sowie den Graphen der Funktion g mit 
​g ​(x)​ = 4 − 2 ​ √ 

_
 x ​​  und ​​ D​ g​​ = ​ℝ​​  > 0​.​

a)  Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen
von ​​f ́ ​​ und ​​g ́ ​​.

b) Berechnen Sie die Steigungswinkel α bzw.
β der Tangenten an den Graphen von f bzw.
g an der Stelle ​ x = 2​.

2 4O

y

x

2

4

 − 2

f

α

2 4O

y

x

2

4

 − 2

g

β

Lösung

a) Es gilt ​​ f ́ ​ ​(x)​ = − 5 ⋅ ​(− 1 _ ​x​​ 2​​)​ = 5_
​x​​ 2​ und ​​ g ́ ​ ​(x)​ = − 2 ⋅ ​ 1 _ 

2 ​ √ 
_

 x ​
 ​ = − ​ 1 _ 

​ √ 
_

 x ​
 ​​ .

b) Tangentensteigungen:  ​​f ́ ​ ​(2)​ = ​ 5 _ ​2​​ 2​ ​ = ​ 5 _ 4 ​​  und ​​ g ́ ​ ​(2)​ = − ​ 1 _ 
​ √ 
_

 2 ​
 ​ ≈ − 0,71​

Für den Steigungswinkel α einer Geraden mit der Steigung m gilt: 
​tan ​(α)​ = m​  und damit ​ α = ta​n​​ − 1​​​ ​(m)​​
Daraus ergibt sich ​ α = ​tan​​ − 1​​​ ​(​ 5 _ 4 ​)​ ≈ 51,3°​  und ​ β = ​tan​​ − 1​​​ ​(− ​ 1 _ 

​ √ 
_

 2 ​
 ​)​ ≈ − 35,3°​.

Beispiel 2  Potenzfunktionen mit rationalem Exponenten ableiten

 Gegeben ist die Funktion h mit ​ h ​(x)​ = ​ 
3
 √ 
_

 ​x​​ 2​ ​​  und ​​ D​ h​​ = ​ℝ​​  > 0​.​  Ermitteln Sie die Funktions­

gleichung ​​h ́ ​​. Notieren Sie den Ableitungsterm in der Wurzelschreibweise und ohne negativen 
Exponenten.
Lösung
Es gilt ​ h ​(x)​ = ​ 

3
 √ 
_

 ​x​​ 2​ ​ = ​x​​ ​ 
2 _ 3 ​​​.  Mit der Potenzregel erhält man ​​ h ́ ​ ​(x)​ = ​ 2 _ 3 ​ ⋅ ​x​​ − ​ 1 _ 3 ​​ = ​  2 _ 

3 ​ 
3
 √ 
_

 x ​
 ​​ . 

Aufgaben

 Gegeben sind die Graphen der Funktionen f mit ​ f​ ​(x)​ = ​ 2 _ x ​​ ,  g mit ​ g​ ​(x)​ = − ​ 4 _ x ​​ ,  h mit ​ h​ ​(x)​ = 3 ​ √ 
_

 x ​​ 
und i mit ​ i​ ​(x)​ = 5 − 2 ​ √ 

_
 x ​​  für ​ x ∈ ​ℝ​​  > 0​​.

a) Schätzen Sie anhand der Abbildung die Steigung des Graphen an der Stelle ​​ x​ 0​​ = 1​. 
b) Berechnen Sie ​​f ́ ​ ​(1)​​, ​​g ́ ​ ​(1)​​, ​​h ́ ​ ​(1)​​ und ​​i ́ ​ ​(1)​​. Vergleichen Sie die Werte mit Ihren Schätzwerten aus

Teilaufgabe a).
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10 		� Lerntipp 
Seite 34, Beispiel 1 a)
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I  Fortsetzung der Differenzialrechnung

7  Potenzfunktionen ableiten

Gegeben sind die Gleichung und der Definitionsbereich der Funktion f. 
Ermitteln Sie die Gleichung der Ableitung von f mithilfe der Ableitungsregeln. Berechnen Sie den 
Steigungswinkel der Tangente an den Graphen von f an den Stellen ​​ x​ 1​​ = 1​  und ​​ x​ 2​​ = 2​.

a) ​f​ ​(x)​ = 2 − ​ 1 _ x ​​ ; ​​ D​ f​​ = ​ℝ​​  ≠ 0​​ b) ​f​ ​(x)​ = ​ 2 _ x ​ − 7​; ​​ D​ f​​ = ​ℝ​​  ≠ 0​​ c) ​f​ ​(x)​ = 4 − ​ √ 
_

 x ​​; ​​ D​ f​​ = ​ℝ​​  > 0​​

Gegeben sind die Funktionen f, g und h jeweils mit dem Definitionsbereich ​ D = ​ℝ​​  ≠ 0​​.

​f​ ​(x)​ = − ​ 1 _
x ​​ ​g​ ​(x)​ = ​ 2 _ x ​ ​h​ ​(x)​ = ​ 1 _

2 x ​​

a) Skizzieren Sie die Graphen von f, g und h mithilfe von Wertetabellen für ​ x ∈ ​[ − 2; 2 ]​​  in Schrit­

ten von ​​ 1 _ 2 ​​ . Zeichnen Sie an den Stellen ​​ x​ 1​​ = − 1​, ​​ x​ 2​​ = ​ 1 _ 2 ​​  und ​​ x​ 3​​ = 1​  Tangenten an die Graphen

und lesen Sie näherungsweise die jeweilige Steigung ab.
b)  Ermitteln Sie die Funktionsgleichungen von ​​f ́ ​​, ​​g ́ ​​ und ​​h ́ ​​. Vergleichen Sie die in Teilaufgabe a)

bestimmten Tangentensteigungen mit den Werten der entsprechenden Ableitungen.

 Schreiben Sie die Gleichung der Funktion f in der Form ​ f​ ​(x)​ = a ⋅ ​x​​ r​​.  Geben Sie den Definitions­
bereich von f und die Gleichung der Ableitung an. Notieren Sie die Gleichung der Ableitungsfunk­
tion ohne negativen Exponenten und falls möglich in der Wurzelschreibweise.

a) ​f​ ​(x)​ = 2_
​x​​ 3​​​ b) ​f​ ​(x)​ = − ​ √ 

_
​x​​ 3 ​​ c) ​f​ ​(x)​ = ​ ​x​​ 2​ _ 

5 ​ √ 
_

 x ​
 ​​ d) ​f​ ​(x)​ = ​ 

5
 √ 
_
​x​​ 2​ ​​

Gegeben sind die Gleichung und der Definitionsbereich der Funktion f. 
Bestimmen Sie die Gleichung der Ableitung von f mithilfe der Ableitungsregeln und berechnen 
Sie den Steigungswinkel der Tangente an den Graphen von f an den Stellen ​​ x​ 1​​ = 0,5​, ​​ x​ 2​​ = 1​   
und ​​ x​ 3​​ = 2​.

a) ​f​ ​(x)​ = 2 −  ​ 3_x​​

​​D​ f​​ = ​ℝ​​  ≠ 0​​

b) ​f​ ​(x)​ = 1 + 2 ​ √ 
_

 x ​​

​​D​ f​​ = ​ℝ​​  > 0​​

c) ​f​ ​(x)​ = 5 −  ​ 2_x​​

​​D​ f​​ = ​ℝ​​  ≠ 0​​

d) ​f​ ​(x)​ = ​ ​ 
√ 
_

 ​x​​ 3​ ​ _ 2 

​​D​ f​​ = ​ℝ​​  > 0​​

 Gegeben ist die Funktion f mit ​​ D​ f​​ = ​ℝ​​  > 0​​.  Untersuchen Sie rechnerisch, ob der Graph von f
Extremstellen hat. Verwenden Sie falls nötig das Vorzeichenwechselkriterium als hinreichendes 
Kriterium.
a) ​f​ ​(x)​ = 3 − 4 ​ √ 

_
 x ​​ b) ​f​ ​(x)​ = x − 2 ​ √ 

_
 x ​​ c) ​f​ ​(x)​ = ​ √ 

_
 x ​ − ​ 1_

x d) ​f​ ​(x)​ = 2 x +  ​ 8 _
​x​​ 2​ ​​

Bei einem Kälteeinbruch wird die Temperatur 
modellhaft durch die Funktion ​​T​ 1​​​ mit   

​​T​ 1​​ ​(t)​ = ​ 12 _ t ​ − 10​  beschrieben  (​t ≥ 1​  in Stunden

seit Beobachtungsbeginn, ​​T​ 1​​​​ ​(t)​​ in °C).
a) Berechnen Sie, wann die Temperatur dem

Modell zufolge unter 0 °C sinkt.
b) Bestimmen Sie die momentane Änderungs­

rate der Temperatur zum Zeitpunkt ​ t = 20​.
c) Begründen Sie, dass die Temperatur laut 

Modell ständig sinkt.
d)	 Die Temperatur soll nach einem Tag durch 

eine lineare Modellfunktion ​​T​ 2​​​ so beschrie­
ben werden, dass im Graphen kein Knick 
entsteht. Bestimmen Sie die Funktionsglei­
chung von ​​T​ 2​​​  . Ermitteln Sie, wann diesem 
Modell zufolge eine Temperatur von − 10 °C 
erreicht wird.

4

2

− 2

 − 4

 − 6

 − 8

 − 10

O 8 12 16 20 24 28 32

Temperatur T1 (t) (in °C)

Zeit t (in Stunden)T1

20 		� Lerntipp 
Seite 34, Beispiel 1 b)

30

40 		� Lerntipp 
Seite 34, Beispiel 2

Test 1 		� Lösungen, Seite xxx

50

6$

7$

Tipp zu Aufgabe 7 d): 
Der Übergang der beiden 
Graphen hat keinen Knick, 
wenn ​​ T​ 1​ ʹ ​ ​(24)​ = ​T​ 2​ ʹ ​ ​(24)​​  gilt.
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Die Abbildung zeigt das Modell einer ge­
planten Rampe. Die Böschung wird dabei mit 
der Funktion f mit ​ f ​(x)​ = ​ √ 

_
 x ​​  beschrieben. Die 

geplante Rampe soll einen Steigungswinkel 
von 10° haben.
a)	 Berechnen Sie die Steigung der Rampe in Prozent.
b)	 Zeigen Sie rechnerisch, dass diese Rampe nicht knickfrei in die Böschung übergehen würde, 

wenn sie im Modell im Punkt ​ A ​(​4 | ​ 2)​​  enden würde.

Gegeben ist die Gleichung der Funktionsschar ​​f​ a​​​ . Notieren Sie den Definitionsbereich und be­
stimmen Sie den Wert des Parameters a jeweils so, dass die angegebene Bedingung erfüllt ist.

a)	 ​​f​ a​​ ​(x)​ = a ​ √ 
_

 x ​ − 5​  mit ​ a > 0​ b)	 ​​f​ a​​​​ ​(x)​ = 3 − a ​ √ 
_

 ​x​​ 3​ ​​  mit ​ a ≠ 0​

A  Der Graph von ​​f​ a​​​ verläuft 
durch den Punkt ​ P ​(​9 | ​ 1)​​.

C  Der Graph der Umkehr­
funktion ​​‾ ​f​ a​​ ​​ von ​​f​ a​​​ verläuft 
durch den Punkt ​ P ​(​10 | ​ 25)​​.

E  Die Normale an den Graphen 
von ​​f​ a​​​ an der Stelle ​ x = 4​  hat die 
Steigung ​ m = ​ 1 _ 6 ​​ .

D  Die Tangente an den Graphen von ​​f​ a​​​ 
an der Stelle ​ x = 1​  verläuft parallel zur 
Geraden mit ​ y = ​ 1 _ 2 ​ x​.

B  Der Graph von ​​f​ a​​​ hat an der 
Stelle ​​ x​ 0​​ = 4​  die Steigung ​ m = 3​.

Lineare Approximation
„​​ √ 

_
 4 ​​ ist 2, ​​ √ 

_
 3 ​​ muss also etwas kleiner als 2 und ​​ √ 

_
 5 ​​ etwas größer als 2 sein,“ überschlägt Ida. 

Filip versucht, mithilfe der Wurzelfunktion f mit ​ f​ ​(x)​ = ​ √ 
_

 x ​​  genauere Näherungswerte für ​​ √ 
_

 3 ​​ und  
​​ √ 
_

 5 ​​ zu ermitteln: „An der Stelle ​​ x​ 0​​ = 4​  kenne ich den Funktionswert von f: Es gilt ​ f​ ​(4)​ = ​ √ 
_

 4 ​ = 2.​   
In der Nähe von ​​ x​ 0​​ = 4​  verläuft die Tangente an den Graphen von f fast genauso wie der Graph 
von f. Das kann man für eine Überschlagsrechnung benutzen.“
Anhand der abgebildeten Skizze kommt er auf folgende Überschlagsrechnungen:

m = ​f ʹ ​ ​(4)​ = ​ 1
 _
 

2 ​ √ 
__

 4 ​
 ​ = ​ 1

 _
 2 ⋅ 2 ​ = ​ 1 _

 4 ​

​ √ 
__

 5 ​ = f​ ​(5)​ ≈ f​ ​(4)​ + ​f ʹ ​ ​(4)​ = 2 + ​ 1 _
 4 ​ = 2,25

​ √ 
__

 3 ​ = f​ ​(3)​ ≈ f​ ​(4)​ − ​f ʹ ​ ​(4)​ = 2 − ​ 1 _
 4 ​ = 1,75

1 6 7 8 95

B

1

2

2 3 4O

y

x

f−1
+1− f' (4) + f' (4)

f (4)

a)	 Erläutern Sie Filips Vorgehen anhand seiner Notizen und seiner Skizze.
b)	 Vergleichen Sie Filips Näherungswerte mit den Näherungswerten Ihres Taschenrechners.
c)	 Ida ist überzeugt: „Die Methode lässt sich auch für weitere Wurzeln benutzen.“ Sie überschlägt: 

�​​ √ 
_

 6 ​ = f​ ​(6)​ ≈ f​ ​(4)​ + 2 ⋅ ​f ́ ​ ​(4)​ = 2 + 2 ⋅ ​ 1 _ 4 ​ = 2,5​  und ​​  √ 
_

 7 ​ = f​ ​(7)​ ≈ f​ ​(4)​ + 3 ⋅ ​f ́ ​ ​(4)​ = 2 + 3 ⋅ ​ 1 _ 4 ​ = 2,75​ 

d)	 Erklären Sie Idas Rechnungen mithilfe geeigneter Steigungsdreiecke.
e)	 Filip hat Bedenken: „Wenn der Abstand zur Stelle ​ x = 4​  größer wird, ist die Methode nicht so 

genau.“ Er behauptet: „Für ​​ √ 
_

 7 ​​ bekommt man einen besseren Näherungswert mit der Tangente 
an der Stelle ​ x = 9​.“  Erläutern Sie Filips Bedenken und überprüfen Sie seine Behauptung.

Die Ableitungsfunktion transformierter Wurzelfunktionen ermitteln
a)	  Beschreiben Sie, wie der Graph der Funktion f mit ​ f​ ​(x)​ = ​ √ 

_
 x − 3 ​ + 2​  aus dem Graphen 

der Funktion g mit ​ g​ ​(x)​ = ​ √ 
_

 x ​​  hervorgeht. Geben Sie den Definitionsbereich von f und g an. 
Skizzieren Sie die Graphen von f und g in dasselbe Koordinatensystem.

b)	 Stellen Sie mithilfe Ihrer Ergebnisse aus Teilaufgabe a) eine Vermutung auf, wie die 
Gleichung der Ableitung von g lauten könnte. Erläutern Sie Ihre Vermutung.

c)	 Æ Überprüfen Sie Ihr Ergebnis aus Teilaufgabe b) mit einem MMS.

8$

9$

10$
Hinweis: 
Da die Tangente der 
Graph einer linearen 
Funktion ist, wird dieses 
Näherungsverfahren als 
lineare Approximation 
bezeichnet. 
(lat. approximare  
= annähern)

11$
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I  Fortsetzung der Differenzialrechnung

7  Potenzfunktionen ableiten

Gegeben sind die Funktionen f mit ​ f​ ​(x)​ = ​ 1 _ 
​ √ 
_

 x ​
 ​​ ,  g mit ​ g​ ​(x)​ = ​ 1 _ x ​​  und h mit ​ h​ ​(x)​ = ​ 1 _ ​x​​ 2​ ​​ .  Sie haben alle 

den Definitionsbereich ​ D = ​ℝ​​  > 0​​  und den Wertebereich ​ W = ​ℝ​​  > 0​​.  Für jede Stelle x mit ​ x > 0​   
kann ein Rechteck festgelegt werden, dessen Seiten parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen.
a)	 Geben Sie für f, g und h jeweils die Glei­

chung einer Funktion an, die den Flächen­
inhalt des Rechtecks in Abhängigkeit von x 
beschreibt.

b)	 Begründen Sie, dass es für keine der Funk­
tionen einen Wert ​​ x​ 0​​ > 0​  gibt, für den der 
Flächeninhalt des Rechtecks maximal ist. xO

y

x

Graph von f

P (x | f (x))

Die Rampe einer Wasserbahn wird für ​ x ∈ ​[ − 30; 1 ]​​  durch die Funktion f mit ​ f​ ​(x)​ = − x + 5​   
beschrieben (x und ​f ​(x)​​ in m). Sie geht ohne Knick in ein Teilstück über, dass sich für ​ x ∈ ​[ 1; 5 ]​​   
mit einer Funktion ​ g​ ​(x)​ = ​ a _ x ​ + b​  beschreiben lässt. Bestimmen Sie a und b.

Die Ableitungsfunktion der Umkehrfunktion grafisch ermitteln
Gegeben sind der Graph der Funktion f mit   
​f​ ​(x)​ = ​x​​ 2​​  und ​​ D​ f​​ = ​ℝ​​ ≥ 0​​​​  und der Graph ihrer 
Umkehrfunktion g mit ​ g​ ​(x)​ = ​ √ 

_
 x ​​.

Zeichnet man im Punkt  ​​‾ P ​ ​(​ √ 
__

 ​x​ 0​​ ​ ​ | ​x​ 0​​​)​​  die Tan­
gente an den Graphen von f, so erhält man 
durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden 
die Tangente an den Graphen von g im  
Punkt ​ P ​(​​x​ 0​​ | ​ ​ √ 

__
 ​x​ 0​​ ​)​​.  Die Streckenlängen im Stei­

gungsdreieck bleiben beim Spiegeln gleich.
a)	 Zeigen Sie anhand der Abbildung, dass für 

alle ​​ x​ 0​​ > 0​ ​​ g ́ ​ ​(​x​ 0​​)​ = ​ 1 __ 
​f ́ ​ ​(​ √ 

_
 ​x​ 0​​ ​)​

 ​​  gilt.

b)	 Bestätigen Sie mithilfe der Formel aus 
Teilaufgabe a) die Ableitungsregel für die 
Wurzelfunktion g.

Die Ableitung der Wurzelfunktion f mit ​ f​ ​(x)​ = ​ √ 
_

 x ​​  rechnerisch ermitteln
Gegeben ist die Funktion f mit ​ f​ ​(x)​ = ​ √ 

_
 x ​.​

Abdul möchte die Ableitung ​​ f ́ ​ ​(x)​ = ​ 1 _ 
2 ​ √ 

_
 x ​
 ​​   

rechnerisch nachweisen. Nach dem Aufstellen 
des Differenzenquotienten kommt er jedoch 
nicht weiter.

Für alle ​​ x​ 0​​ > 0​  und h mit ​ 0 < ​| h |​ < ​| ​x​ 0​​ |​​  
gilt: ​​  

f​ ​(​x​ 0​​ + h)​ − f​ ​(​x​ 0​​)​  ___ h  ​ = ​ 
​ √ 

_____
 ​x​ 0​​ + h ​ − ​ √ 

__
 ​x​ 0​​ ​  __ h ​​

Seine Lehrerin gibt ihm den Tipp, den Differenzenquotienten mit ​​ (​ √ 
_

 ​x​ 0​​ + h ​ + ​ √ 
_

 ​x​ 0​​ ​)​​  zu erweitern 
und dann im Zähler des Bruches die dritte binomische Formel anzuwenden. Notieren Sie Abduls 
Ansatz und setzen Sie ihn fort. Geben Sie zu jedem Schritt eine kurze Erläuterung.

Größen in zusammengesetzten Körpern berechnen

Berechnen Sie das Volumen und den 
Oberflächeninhalt des abgebildeten Körpers 
(alle Angaben in cm). 

12$

Test 2 		�  Lösungen, Seite xxx

13$
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Grundwissen Test 		�  Grundwissen, Seite 419 
Lösungen, Seite XXX
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