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| Grundlagen der Differenzial-
rechnung

1 Ableitung und Ableitungsregeln

Seite 10

Einstiegsaufgabe

a) Mittlere Vertikalgeschwindigkeit

[5;15]: = 507, [5;10]): = 407, [5;7,5): = 327

b) Die momentane Vertikalgeschwindigkeit der Rakete
zu einem vorgegebenen Zeitpunkt t entspricht der Stei-
gung der Tangente an den Graphen von h im Punkt
P(tlh(t).

Die Tangente im Punkt P(10]250) verlduft ndherungs-
weise durch den Punkt Q(15]480) und hat die Stei-

480 - 250
gunNg -y, = 46.

Ergebnis: Die momentane Vertikalgeschwindigkeit 10s
nach dem Start betragt ca. 46 .

c) Die mittlere Geschwindigkeit entspricht der durch-
schnittlichen Geschwindigkeit in einem Zeitraum [a; b].
Man erhélt sie, indem man die in diesem Zeitraum zu-
rlickgelegte Strecke durch die dafiir bendtigte Zeit teilt.
Geometrisch entspricht dies der Steigung der Sekante
durch die Punkte A(alh(a)) und B(b|h(b)), also dem
Term Ah(bg - g(a)
spricht der Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt a. Geo-
metrisch entspricht sie der Tangentensteigung an den

. Die Momentangeschwindigkeit ent-

Graphen von h im Punkt A(a|h(a)), also dem Term h'(a).

Seite 12

o]

1 a) f(x)=2cos(x) - 3x74
f7(x) = -2sin(x) + 12x7°
D; = R\{0}; Dy = R\{0}; Dy =
b) f(t) = —4t% -3t
f(t)=-2t2- 3
(1) =t
Df = Ry Dy =R Dp=R*
o ft ) th - ti
f(t) = 4t3 - 1ts
fr(t) =122+ 274
D= R!; Dy =R Dp=R*
d) f(s ) 2577-3s5
f(t) = -s72 - 155
f/(t) = 2572 - 605
D;= R*; Dy = R*; Dy = R*
e) f(x )=—cos( ) +x72
f'(x) = sin(x) - 2x73
f"(x) = cos(x) + 6x74

= R\{0}; D¢ =R\{0}; Dy =
f) f(x )—x%+3cos( )
' (x) =% - 3sin(x)

"(x) = —%x 3 -3cos(x)
Df= Ry Dp=RY; Dp=R*

R\ {0}

f
)
)

R\ {0}

Schulbuchseiten 10-12

2 a) f(x)=x2+8x+16

f(x)=2x+8
D;=R; Dy = R
b) f(t) = 3t2- 0,5t
f(t)=6t-0,5

= R\ {0}; D¢ =R\ {0}
c) 1‘(x)=x2+%=x2+x‘1
f(x) = 2x - x2

= R\ {0}; D¢ = R\{0}
d) f(s)=4s2-12s+9
f'(s)=8s-12
D;=R; Dy =R
e) f(s)=-2s2+12s-16
f'(s) = -4s+12
D;=R; Dy = R
f) f(t)= t+—-2t+4t1
f'() 2-4t72

= R\ {0}; D¢ =R\ {0}

3 () f(5)=22 f(3) =
@) f(5)-f(3)=22-17=0,5
@ 10025

Dies entspricht der Steigung der Geraden durch die
Punkte P,(311,7) und P,(5]2,2).

@ (5=

Dies entspricht der Steigung der Tangente an den
Graphen von f im Punkt P,(5/2,2).

O

4 a)
y
1 Go
X
| I I | I | I I S ——
T 1 171
-5 -4 -3 123N\ 4 5 6 7
b)
y
Gy
f i
X
st~
-6 -5 -4 -3 -2\-1 12 45 6
_2__

5 Ableitung: f'(x) =

a) Ansatz: 4x =4, also x=1 mit f(1) =

Ergebnis: P(1|4).

b) g'(x) =3x2 -

Ansatz: 3x2—4 4x, also X4=2 und x, = % mit
£(2) =10 und f(——) 2

Ergebnis: Q,(2]10) und Qz( 2‘26>.

a() Z.x+a
b)f()=—a sm()
) f (x) = -a-cos(x) + 2ax

| Grundlagen der Differenzialrechnung L1



Schulbuchseite 13

Seite 13
(o]

9 a) f,(x)=a2-a-xz
’ a -1 a
fla(X)=—EX 2=—m
£5(1) = -1
b) f;(x)=5ax“-i5
AU
o f, x)=a-x%+%x’1
£.00) = 3-x73 - 1x2
=3
d) f,(x)=ax1+a?x2

f (x) = -ax2-2ax3

f,(1) = =10
e) f (x) =ax 1+

2x

00 - —ax2+a

()=

fo(x) = a2x2—2ax+1

(x)=2a x-2a

£,1) =4
10 a) Individuelle Lésung, z.B.:

v(in%)

20+

151 Graph von v

10+

5_-

1 1 1 1 1 1 1 t(ins)
0 5 10 15 20 25 30 35 40

b) Fir 0=t<20 gilt v'(t) >0, da die Geschwindigkeit
zunimmt.

Fir t=20 gilt Vv'(t) = 0, da sich die Geschwindigkeit
nicht &ndert.

¢) v(2) = 3: Zwei Sekunden nach dem Beginn der Fahrt

hat der Pkw die Geschwindigkeit 3 7.

% =1,2: Im Zeitintervall zwischen zwolf und

flinfzehn Sekunden nach dem Beginn der Fahrt betragt
die mittlere Geschwindigkeit 1,27.

v'(15) = 1: Finfzehn Sekunden nach Beginn der Fahrt
betragt die momentane Anderungsrate der Geschwindig-
keit (die Beschleunigung) 1.

11 a) Tangente: y = x.
Steigungswinkel: o = 45°.

b) Tangente: y=2x - 4.
Steigungswinkel: o = 63,4°.
c¢) Tangente: y=-3x + 1.
Steigungswinkel: o = -71,6°.

12 a) Ableitungen: f'(x) =3x2-3; g'(x) = 2x - 2.
Untersuchung der Stelle x, =1

Esist f(1)=g(1)=-2 sowie f'(1)=g'(1) =0.

Die Graphen bertihren sich an der Stelle x;="1.

L2 | Grundlagen der Differenzialrechnung

Untersuchung der Stelle x, =-1:

Esist f(-1)=g(-1) =2, aber f(-1)=0 und g'(-1)=-4.
Die Graphen berilhren sich nicht an der Stelle x, =-"1.
b) Ableitungen: f'(x) = 2x3; g'(x) = 4x3 - 4x.
Untersuchung der Stelle x; = -2:

Esist f(-2)=g(-2) =8, aber f'(-2)=-16 und

g'(-2) = -24.

Die Graphen beriihren sich nicht an der Stelle x,=-2.
Untersuchung der Stelle x, = 0:

Esist f(0) =g(0)=0 sowie f'(0)=g'(0)=0.

Die Graphen beriihren sich an der Stelle x, = 0.
Untersuchung der Stelle x5 =2:

Esist f(2) =g(2) =8, aber f'(2) =16 und g'(2) = 24.
Die Graphen beriihren sich nicht an der Stelle x5 = 2.

13 Aus f(5) =0 folgt 25a+5ab=0 < 5a(5+b)=0,
d.h. b=-5.

Also ist f(x) =ax?2-5ax und f(x)=2ax - 5a.
. o V3 V3
Aus f'(5) = tan(30°) folgt 5a—? d.h. a=7.

Ergebnis: f(x) = ‘gxz—gx

15 a) Tangente an G;in S:
y =4x -3 mit Steigungs-
winkel o = 76,0°.

Tangente an G4 in S:
y=0,5x+0,5 mit Stei-
gungswinkel B = 26,6°.
Schnittwinkel:

o - B =49,4°

b) Tangente an G;in S:

y = 8x - 6 mit Steigungs-
winkel o = 82,9°.
Tangente an Gg in S:

y =-2x + 4 mit Stei-
gungswinkel B =-63,4°.
Schnittwinkel:

180° - (a0 - B) = 33,7°.

HIES

16 In den Teilaufgaben a) und b) wird jeweils gezeigt,
dass die Differenzenquotienten auf den Intervallen
[a-h;a] und [a;a+h] fur h>0 unterschiedlich und
konstant sind. Daraus folgt, dass der Grenzwert der Diffe-
renzenquotienten fiir h — 0 nicht existiert.
a) Untersuchung an der Stelle a=1:
f1-h)-f(1) -(1-h)+1-0

) - _h _
Intervall [1-h;1]: A1 - _ =5=-1
Intervall [1;1+ h]: 11++hg) i 1+h;11_0 =hoq
b) Untersuchung an der Stelle a=0:
Intervall [-h; O]: hi](c)(o)=0—}10= 0
Intervall [0; h]: (g g(o) = m =05
¢) Untersuchung an der Stelle a=0:
Intervall [~ h; 0]: "CPT@_0-0_ g
Intervall [O; h]: f(hh 0( ) _ % = % Der Grenzwert dieses

Differenzenquotienten existiert nicht fir h — 0.



2 Verkettung von Funktionen

Seite 14
(o]

Einstiegsaufgabe
Ja, das ist in einem Schritt mdglich. Dies kann

man z.B. mithilfe der Funktion g mit g(k) = 1,8
(k = 273) +32 =18k - 459,4 (k: Temperatur in Kelvin,
g(k): Temperatur in °F) in einem Schritt umrechnen.

Seite 15
(o]

1 a) f(x)=3x-3; D;=R
g(x)=3x-1; Dg=R

b) f(x) = 75 D;=R\{-5}

g(x)=2+5; D = R\{0}
o f(x)=cos(4-x); Di=R
g(x) = 4 - cos(x); Dg=R
d) f(x) =V2(x - 2) =V2x - 4; D= [2; +oo[
g(x)_\l_ 2! Dg_ [0;+°°[
e) f(x)=49x% D;=R
g(x) =-7x% Dg=R
1
f) fx) = cos(x) + 2/ Di=R

) +1; Dg = R\{-1)

g(x) = cos(x+1

2 (u+Vv)()=x2+x+2; (u-v)(x)=x2(x +2);

(Uev)(x) = (x + 2)% (W-V)(x) = Vx - (x + 2);
(wov)(x) =Vx + 2

3

X -2 -1 0 1 2

f(x) 4 2 1 3

g(x) -1 1 -1 0 1

e) v(x

f) v(x)=3x u(x)=Vx

g) v(x)=x-3; u(x)=2%
2

b) f(X) =u(v(x)

& v(x) =0 oder v(x) =
& xy=3 oderx,=-1

gx)=v(ux) =0 & u(x)=3 © x,=3 oderx, = -1

Somit haben die Funktionen f und g die gleichen Null-

stellen.

c) Esgilt lim u(x)=+co, lim v(x)=+oo und
X — too X — —o0

lim v(x) = -o. Daraus folgt lim f(x)=+c und

X — +oo X — too

lim g(x)=-

X — too

Schulbuchseiten 14-16
o

7 A(t)=30+6t (t: Zeit in Minuten; A(t): Flicheninhalt
des mit Ol bedeckten Kreises in cm?)

Mit A(t) = 1t~ (r(t))2 folgt rit \} nt 30+6t (t: Zeit

in Minuten; r(t): Radius des mit Ol bedeckten Kreises in
cm).

8 Esist (u,ov,)(5)=u,(v,(5)
=u,(5+a)=a-(5+a)2+"1.
Ansatz: (u,ev,)(5)=1 & a-(5+a)2+1=1
e a-(5+a)?2=0.
Losungen: a;=0 und a,=-5

9 a) Die Aussage ist falsch.

Gegenbeispiel: Man wahlt u mit u(x) = x und v mit

v(x) = cos(x). Dann hat u genau eine Nullstelle, aber f mit
f(x) = u(v(x)) = cos(x) hat unendlich viele Nullstellen.

b) Die Aussage ist falsch.

Gegenbeispiel: Man wahlt u mit u(x) = cos(x) und v mit
v(x) = x. Dann hat v genau eine Nullstelle, aber f mit

f(x) = u(v(x)) = cos(x) hat unendlich viele Nullstellen.

c) Die Aussage ist wahr.

Es gilt f(x) =0 & u(v(x)) = 0. Wenn f eine Nullstelle x,
haben soll, so muss v (x,) eine Nullstelle von u sein. Wenn
u keine Nullstelle hat, so kann auch f keine haben.

11 a) Esist

f(-x) = cos((-x)3) = cos(-x3) = cos(x3) = f(x).

Somit ist der Graph von f achsensymmetrisch zur y-
Achse.

(An der mit (*) gekennzeichneten Stelle geht die Achsen-
symmetrie des Graphen der Kosinusfunktion zur y-Achse
ein).

b) Nach Voraussetzung gilt u(-x) = u(x) und

v(-x) = -v(x). Daraus folgt

f(=x) =u(v(-x)) = u(-v(x) = u(v(x)) = f(x).

Somit ist der Graph von f achsensymmetrisch zur
y-Achse.

c) Individuelle L6sung, z.B.:

1. Sind G, und G, punktsymmetrisch zum Ursprung, so
ist auch G; punktsymmetrisch zum Ursprung.

Nach Voraussetzung gilt u(-x) = -u(x) und

v(-x) = -v(x). Daraus folgt

f(-x) = u(v(=x)) = u(-v(x) = —u(v(x)) = -f(x).

Somit ist der Graph von f punktsymmetrisch zum
Ursprung.

2. Ist G, achsensymmetrisch zur y-Achse, so ist auch G¢
achsensymmetrisch zur y-Achse.

Nach Voraussetzung gilt v(-x) = v(x). Daraus folgt
f(-x) = u(v(-x)) = u(v(x)) = f(x). Somit ist der Graph von
f achsensymmetrisch zur y-Achse.

12 a) Mit v(w(x)) = cos(3x) folgt

f(x) = u(cos(3x)) = (cos(3x))%

Mit u(v(x)) = ( (x))? folgt

g(x) = (cos(w(x)))2 = (cos(3x))2.

Die Funktlonsterme on f und g sind identisch.

b) Esist (u° vow) x) = u((vew)(x)) = u(v(w(x))) und
((uev)ow)(x) = (uev) (w(x)) = u(v(w(x))).

| Grundlagen der Differenzialrechnung L3



Schulbuchseiten 17-19

3 Kettenregel

Seite 17
(o] (o]

Einstiegsaufgabe

- Lucia hat den Term f(x) richtig umgeformt und richtig
abgeleitet. Da die Ableitung einer Funktion immer
eindeutig ist, die Terme 96x> + 24x2 und 24x2 aber
nicht dquivalent sind, kann nur Lucias Ergebnis richtig
sein.

- Lucia hat zun&chst den Term f(x) mithilfe der ersten
binomischen Formel umgeformt. Anschlieend hat sie
den umgeformten Term mit der Summen-, Faktor- und
Potenzregel abgeleitet.

Alex hat die duBere Funktion u mit u(x) = x2 und die
innere Funktion v mit v(x) = 4x3 + 1 einzeln abgelei-
tet, also u'(x) =2x und Vv'(x) = 12x2. AnschlieRend
hat er die Ableitung von f wie folgt gebildet:

f'(x) = u'(V'(x)) = 24x2. Er erhilt dabei ein falsches Er-
gebnis fir die Ableitung von f und deshalb kann sein
Vorgehen nicht stimmen.

Seite 18
(o]

1 a) f(x) =96x3(8 x“+2)2
b) F(x) - 15 (1 - 5x)°
c) f'(x)=4(x+2)3
d) f'(x) =x(x2-5)
(
(
(
(

e) f(x)=-8(8x-7)2

f) F(x)=4(5-x)°

g) f'(x) = -90x2(15x3 - 3)73

h) f(x)=-2(15-6x)(15x - 3x2)~3

)
)
)
)
)
)
)

2 a) f'(x)=8cos(4x), also [1=8.
b) g'(x) =-6(1-3x)3, also [ 1=-6 und /\ =3.

¢) h'(x)= 2‘/#-(& -1), also [1=6 und

=3x2-x.

d) f(t) = cos (Vt) 'ZL\E’

also =Vt und =2yt

h) () =V2-tz f(t) = —%\/Et-% --
i) f(x)=-6sin(3x)
i) f(t)=15t2-cos(5t3 +1

sin(x)

)
10 100 = (cos ()3 () = 5(cos ()3 (-sin () = = 7o

) f(t)=(sin(¥)™"; f(t)= (Scic:]s(igz

2
2V

~_~

~(sin(t))™2-cos(t) = -

L4 Grundlagen der Differenzialrechnung

4 Fehler bei A: Die innere Ableitung ist falsch und die
Hochzahl bei f ist nicht als Faktor bei f' beriicksichtigt.
Richtig: '(x) = 12x3(x* + 2)2

Fehler bei B: Die innere Ableitung wurde vergessen.
Richtig: '(x) =10(2x - 5)“.

Fehler bei D: Das Argument von cos in f'(x) ist falsch.
Richtig: f'(x) =12cos(3x) .

Fehler bei E: Das Argument von cos in f'(x) ist die innere
Ableitung von f(x) und muss somit der Vorfaktor von f'(x)
sein. Dieser Vorfaktor wurde vergessen. Das Argument
von cos ist demzufolge auch falsch.

Richtig: f'(x) = 2xcos(x2).

6 Ableitung: f'(x) = (3x + 2)2

a) f'(2) = 64. Der Graph von f hat im Punkt P die Stei-
gung 64.

b) Ansatz: f'(x) = 0; Losung: x4 = —%. Der Graph hat
genau einen Punkt mit waagerechter Tangente, und zwar

den Punkt Q(—% f(—%))
¢) Ansatz: f'(x) = tan(45°) & f'(x) =1; Losungen:

Xy =-1 und x3=—%. Ergebnis: R(—’l‘-%) und

7 a) f(2)=u(v(2)=u(-15) =-15
v v( ) folgt
u'(-1,5)-v/(2) =3-1=3.
b) Esist f’(x) 0 genau dann, wenn (’I) "(v(x))=0
oder (2) v'(x) =0 ist.
(1): U’ hat als einzige Nullstelle 0. Es ist v(x) =0 fur

= -1 und fur x, = 3. Also gilt u’(v(x,)) =0 und
u'(v(xy)) =0.
(2): V(x)=0 fur x5="1.
Ergebnis: Nullstellen von f’sind x;=-1, x,=3 und

X3 =1

c) Tangentengleichung:

Ansatz: y =f'(2)-x + c. Punktprobe mit P(2]-1,5):
-15=3-2+c & c=-75. Tangentengleichung:
y=3x-75.

Schnittpunkte mit den Achsen: N(2,5|0) und Y(0|-75).
Flacheninhalt des Dreiecks: A = % 2,5-75=9375. Das
Dreieck hat einen Flacheninhalt von ca. 9,38 FE.

8 a) Strahlensatz: ﬁ=% 10

& 30r=10h & r=%h

Volumen: V = %nrzh
= 17'[ %h2h 30
- %nh3

V(t) = 20t = 27n(h(t))3

& h(b) = 540 )

h(60) = 540 0 <218

Nach einer Mlnute steht das

Wasser fast 22cm hoch im

Behalter.




_2
b) h(t) = 1. (340t) .55 _ 180

T ey
h’(60) = 0,12
Nach einer Minute steigt der Wasserspiegel um
ca.1,2mm pro Sekunde.

w

9 a) Ansatz: 3-axz0 & x=-=.

m

Maximale Definitionsmenge: Dy = ]— oo,%
_ _ 1 g _ _8(q_ 1 -a
b) f,(x)=(3-ax)z f,(x)=-53-ax)2 e
. 4 = — -a = =
) Ansatz: f (2)=-05 & YEEPT 0,5
& a=V3-2a & a2+2a-3=0. Losung: a;="1
(Die Losung a, = -3 der quadratischen Gleichung ist

" -a _ -
weder Losung von e 0,5 noch laut Aufgaben

stellung relevant.)

10 a) f(x) = -a-sin(ax); f2(x) = -a'-sin(ax)

b) f(x) =21a-(ax + 5)%;

f2(x) = 21-20-...-1-a% = 211-a?

) f.(x)=-a?-cos(-a?x); ff,f“(x) = -a%2-cos(-a2x)
(Richtig ist auch f,(x) = -a?-cos(a?x);

fg” (x) = —a*2- cos(a2x) aufgrund der Achsensymmetrie
des Graphen der Kosinusfunktion zur y—Achse.)

11 a) Begriindung: Man leitet f mit der Kettenregel ab.
Dabei ist g die duBere Funktion und v mit v(x) = x2 die
innere Funktion mit v'(x) = 2x. Laut Kettenregel gilt
(%) = g'(v(x)-v(x) = g'(x2)-2x = 2x-g'(x?).

b) 00 =3-g'3x); f,00 = -g'(1-%; () = -5 (})

13 a) Begriindung:

Esist v(-x) = -v(x). Also stimmen auch (1) die Ableitung
von v(-x) und (2) die Ableitung von -v(x) tberein.

(1): Die Funktion f mit g(x) = v(-x) kann man als Ver-
kettung mit der dufderen Funktion v und der inneren
Funktion w mit w(x) = -x auffassen. Ableiten mit der
Kettenregel liefert g'(x) = v'(-x)-(-1) = =V'(-x)

(2): Esist (-v(x)) = -V'(x).

Zusammen folgt: -v'(-x) = -V'(x) & V'(-x) = V'(x).

Also ist der Graph von v’ achsensymmetrisch zur y-Achse.
b) Nach Voraussetzung gilt v(-x) = -v(x) und

f'(-x) = -f'(x). Mit Teilaufgabe a) folgt v'(-x) = v'(x).

Aus der Kettenregel '(x) = u'(v(x))-v'(x) folgt

(M F(=x) = u'(v(=x)-V(-x) = u'(-v(x)-v'(x) und

@) -f(x) = -u'(v(x)- V(%)

Gleichsetzten von (1) und (2) liefert u’(-v(x)) = -u’(v(x)).
Also ist der Graph von u’ punktsymmetrisch zum Ur-
sprung.

14 a) Individuelle Losung, z.B.: u(x) = Vx; v(x) = sin(x);
w(x) = x2
b) g'(x) =
'(x) = U’ co(y) = . 2).9y =

f(x)=u(g(x)-g'(x oo cos(x2)-2x Torod

)
o) lIst f(x) = u(v(w(x))), so gilt
(%) = u' (v(w(x)) - V' (w(x)) - w'(x).

V' (W(x))-w'(x) = cos(x2)-2x;

X cos (x2)

Schulbuchseiten 19-21
o

4 Produktregel

Seite 20
(o] (o]

Einstiegsaufgabe

Es gilt f(x) = g(x) = h(x) = x¢ und somit nach der Potenz-
regel f'(x)=g'(x) = h'(x) = 6x°.

Da Matteo diesen Term nicht erhalt, muss seine Regel
falsch sein.

Seite 21
(o] (o]
1 a) f'(x) = sin(x) + x-cos(x)
b) f'(x) = 3-cos(x) - 3x- sm( )
Q) F(x)=3Vx +(Bx+2)— P
d) f(x) = L\r (2x-3)+Vx-2
e) f’(x)=21—‘& (x) - Vx-sin(x)
f) f’(x)=(—3)-sm(x)+(5 3x)-cos(x)
g) f(x)=2-x""-cos(x)
f'(x) = -2x72-cos(x) - 2-x~1-sin(x)
-—%-cos(x)—g-sin(x)

h) f'(x) = cos(x)-cos(x) - sin(x)-sin(x)
= (cos(x))? - (sin(x))2
i) f'(x)= 2x sin(x) + x2- cos(x)

i) () =x2:cos(x)
f'(x) = —% cos(x) - X“7-sin n(x)
a.

=+ cos(x) - s sin(x)

2 X
k) f(x) = (2x + 3)-sin(x) + (x2 + 3x)-cos(x)
) f(x)= ( 5-2x3) +Vx-(5x% - 6x2)
2 a) f'(x) = 2x-sin(x) + x2-cos(x), also [ 1=2x und
= cos(x )

b) f(x) =2-cos(4x3) - (2x - 3)-sin(4x3)-12x2,
also ['1=2 und /A =12x2

¢) f(x)=-cos(2-x)-V3x-1+sin(2-x)- 3

also [1=cos(2-x) und A =3. 2031
() = 1. . -1
d)j\(/x})—z‘/; (4x +1) +Vx-4, also W und

e) f'(x) = 6x(x2+2)2-cos(-3x)
+(x2+2)3-(-sin(-3x))-(-3),
also =6X, =3 und =-3.

)
|

x
ek

‘X)) =1;

in(3x); v'(x) = 3cos (3x);
in(3x) + 3xcos(3x)

) (3x + 4)2-sin(x);
3x+4)% u'(x) = 6(33x+4);

in(x); v'(x) = cos(x);

(3x +4)-sin(x) + (3x + 4)2-cos(x)
)=x"1-(2x + 3)?

1ou'(x) = -x2

(2x+3)% v(x)=42x+3);
-X2-(2x +3)2+ 4x1(2x + 3)
=x2(2x-3)-(2x+3)=4- 2

x2

TLEZ
[}
U’/\

< Cc T h< cCcw
3

R

1

A~ N~ T~
—+
=

ce

Ra RS
(eS|
x o)

f
]

v(x
f'(x

<
I
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Schulbuchseiten 21-22

d) £(0) = (5-x4)>-(1- 4x);

ux) = (5-x4% u'(x) = -12x3(5 - x4)%

v(x)=1-4x; V' (x)=-4;

f(x) = =12x3(5 - x*4)2- (1 - 4x) + (5 - x4)>- (- 4)
= (5 - x#)2-(52x* - 12x3 - 20)

e) f(x)=(5-4x)3x2% u(x)=(5-4x)3

u'(x) =-12(5 - 4x)% v( )=x2 V'(x)=-2-x73

' (x )=-12(5 4x)2-x72-2-x3(5-4x)3

-2(5- 43 - ;(5 - 4x)?2
=-2-x3(2x+5)(5 - 4x)?

f) f(x) =3x-cos(2x?);

u(x) =3x u'(x)=3; v(x)=cos(2x?);

V'(X) = —4x-sin(2x2);

f'(x) = 3-cos(2x2) + 3x- (-4x-sin(2x2))
=3-cos(2x?) - 12x2-sin(2x?)

g) f(x) =3x-(sin(x))% u(x) =3x u'(x) =3;

v(x) = (sin(x))% v'(x) = 2sin(x) - cos (x);

'(x) = 3(sin(x))2 + 6xsin(x) - cos (x)

h) f0)=@2x-1)-Vx3-1; u(x) =2x-1; U'(x) =2;

vx) =Vx3 - 1; V(x) = 2@%;
=21+ (2x - 1) 2

i) f(x)=0,5x2V4-x; u(x)=0,5x2% u'(x)=x;

' 1 , x2

v(x) = V4 - x; v(x)=—ﬁ; f'(x) = x- 4-x -

4 a) Nullstellen: x, =1 (einfache Nullstelle) und x, =3

(doppelte Nullstelle).

b) Ableitung:

F(x)=(x-3)2+(x-1-2-(x-3)
=(x-3)((x-3)+(2x-1)
=(x-3)-(3x-5).

Mit (1) =0 und (1) = 4 folgt fur die Tangente

y=4-(x-1)=4x-4.

Aus tan(x) = f'(1) = 4 folgt fiir die Grof3e des Steigungs-

winkels o = 76,0°.

¢) Ansatz: f'(x)=0, also (x-3)-(3x-5)=0.

Losungen (Satz vom Nullprodukt): x,=3 mit f(3) =
und x2—§ mit f(g) = 3%
In den Punkten P,(3/0) und Pz(% %) besitzt der

Graph von f waagerechte Tangenten.
d) Skizze:

5 A: Beim Ableiten des Produkts wurden die Ablei-
tungen beider Faktoren direkt miteinander multipliziert.
Die Produktregel wurde nicht korrekt angewendet.
Korrekt: f'(x) = 3-sin(x) + (3x + 8)-cos(x).

B: Beim Ableiten der Kosinusfunktion wurde ein Vorzei-
chenfehler gemacht.

Korrekt: '(x) = 3-cos(x) - (3x + 8)-sin(x).

L6 1 Grundlagen der Differenzialrechnung

(o}
C: Die Produktregel wurde richtig verwendet, aber beim
Anwenden der linearen Kettenregel wurde der Faktor
m = 2 nicht beriicksichtigt.
Korrekt: f'(x) = 2-sin(2x) + (2x-1)-2cos(2x).
Seite 22
o
8 a) f(x)=x3+3x; f(x)=3x2+3
b) f(B) = t3- (B +t7) = t7 +t5; F(H) = 25 -3t
c) f(s)=s 2.(s2+54) =53+ f'(s) = 353—25‘3
9 a) f(x)=3x-(2x4-5)"" f(x)=3-(2x*-5)"
+3x-(-1)-(2x4-5)"2-8x3=3-(2x4 - 5)""
- 24x%4-(2x4 - 5)72

b) f(x)=2x-(x2-1)"" f(x)=2-(x2-1)""

+2%-(=1)-(x2=1)72-2x = 2-(x2 = 1)~

- 4x2-(x2 - 1)72
¢ f(x)=8x-2-x3)"% f(x)=8-(2-x3)"

+8x:(=1)- (2 X ) 2:(-3x%)=8-(2-x3)"

+24x3-(2 -x3)2
10 a) Ansatz: f(x) = y
& gx-sin(3x)+2-2. 3T
Losungen: x;=0, x,=2 2
und xsz = 4. 14
Koordinaten der Orte, die X
2km Uber NHN liegen: 0 "
P(012), Q(212) und AT

R(412).

Ableitung: ' (x) = 5|n<2x) + qgx-cos (5x).

Steigung an dlesen Orten: f'(0)=0, f'(2) =-0,39 und
f'(4) = 0,79.

b) Mittlere Steigung in [1,5; 2,5]: "yt = -0,35.

Die betrachtete mittlere Steigung ist etwas grofier als die
Steigung an der Stelle x = 2. Das bedeutet, dass das Ge-

l&nde im Mittel im Bereich [1,5; 2,5] weniger stark fallt
als an dieser Stelle.

11 a) f,(x) =a-cos(ax)-a-x? +sin(ax)-2ax
=a2x2-cos(ax)+2ax sin(ax)

b) . (x) = 4a(ax)3-Vax +(@ax)* ——

2\/_
4
= 4a4x3-ﬂax + 84)(4.
2\/5

o f.(x) )=2x-Vx + (x2+a)- Z\F

12 Nach Voraussetzung gilt f(0) =1 und f'(0)
Untersuchung von g:

Esist g'(x) = f'(x)-cos(x) - f(x)-sin(x).

Damit gilt g(0) = f(0)-cos(0)=1-1=1 und
g'(0) = f'(0)-cos(0) - f(0)-sin(0)=0-1-1-0 = 0.
Der Graph von g hat im Punkt P(0]1) ebenfalls eine
waagerechte Tangente.
Untersuchung von h:

Esist h'(x) = f(x) + (x +1)-f'(x).
Damit gilt h(0)=(0+1)-f(0)=1-1=1 und
h'(0)=f(0)+(0+1)-f(0)=1+(0+1):0=".

Der Graph von h hat im Punkt P(0]1) keine waage-
rechte Tangente.

0.



13 Nach Voraussetzung gilt f(2) =0 und f'(2) = 0.
Esist g'(x) = f(x) + x-f'(x).

Damit gilt g(2) =2-f(2)=2-0=0 und
g2)=f(2)+2-f(2)=0+2-0=0.

Der Graph von g bertihrt die x-Achse im Punkt P.

14 a) f'(x) =2x-g(x) +x2-g'(x);
f(x) = 2-g(x) + 2x-g'(x) + 2x-g'(x) + x2- g"(x)
=2-g(x) + 4x-g'(x) + x2- g (X)

o) f(x) = (g(x)2+2x-g(x)-g'(x);
() =2-g(x)-g'(x) +2-g(x)-g'(x) + 2x- (g'(x))?
+2x-g(x)-g"(x)
=4-g(x)-g'(x) + 2x-(g'(x)2 + 2x-g(x)-g"(x)
d) f(x) = (g'(x)2 + g(x)-g"(x);
() =2-g'(x)-g"(x) +g'(x)-g"(x) + g(x)-g"(x)
=3-g'(x)-g"(x) +g(x)-g”(x)

16 a) f(x) = -sin(x);

f'(x) = —%-sin(x) + %-cos(x) - xcos(d - sinb)

XZ

gx)=(x+Nx-107
, _ 1 +1
g0 = (- )7 = e Y- )2 AR 2
b) £00 = 00 = u(-v1(9
00 = u'(¥) - v7T(x) + ux) - (=1)-v2(x)-v'(x)

U u)vix) U vi(x) - u(x)v'(x)

TV v v2(x)

o f(x) = nt ; u(x) =sin(x); u'(x) = cos(x); v(x)=x;
v (x) =1

cos(x)-x = sin(x)-1 _ X-cos(x) - sin(x)

fi(x) = <2 X2

g(x)=§t ;ux)=x+1 u'(x) =1 vix) =x-1; v'(x) =1
iy =D DT x-1-x-1 -2

g0 = x-12 (x-12

Die Ergebnisse stimmen mit denen aus Teilaufgabe a)
Uberein.

d) f(x)=ﬂ~ ux) =1-x2% u'(x)=-2x; v(x)=3x+1;

! 3x+17
V'(x) =3;
_T2xBx+N-(1-x3-3 _ -3x2-2x-3
- (3x +1)2 T (B3x+1)2

g00 = 2% () = cos(x); U(X) = ~sin(x); V(X) = x;

__x-sin(x) + cos(x)
x2 x2

sin(x)

h(X) = cos(x)’

V'(x) = -sin(x);
cos(x)-cos(x) - sin(x) - (-sin(x))

h'(x) = (cos ()2
_(cos(¥)?+ (sin(x))? 1
- (cos (x))? " (cos (x))2

Alternativ kann man h'(x) auch umformen zu

h'(x) =1+ ((::)2(();))); =1+ (tan(x))%

u(x) = sin(x); u’(x) = cos(x); v(x) = cos(x);

Schulbuchseiten 22-25
o

17 a) g'(x) =1-sin(x) + x-cos(x) = sin(x) + x- cos(x)
h'(x) = -sin(x)
(%) = g'(x)-h(x) + g(x)-h'(x)
= (sin(x) + x-cos (x)) - cos (x) + (x-sin(x)) - (-sin(x))
= sin(x)- cos(x) + x- (cos(x))2 - x- (sin (x))2
b) f(x) = u(x)-v(x)-w(x) = (ux)-v(x )) w(x).
Mit g(x) = u(x)-v(x) folgt
g'(x) = u'(x)-v(x) +u(x)-v'(x) und damit
(%) = g (x)-w(x) +g(x)-w(x)
= (U () v(x) + u(x)- V(%) w(x) + u(x)v(x) - w(x)
=u'(x) - v (x) - w(x) + u(x)- V' (x) - w(x)
+u(x)-v(x)-w'(x).

5 Monotonie und Kriimmung

Seite 23
o

Einstiegsaufgabe

a) Die Temperatur steigt im Zeitraum von 6 Uhr bis

14 Uhr. Sie sinkt in den Zeitrédumen von 0 Uhr bis 6 Uhr
und von 14 Uhr bis 24 Uhr.

b) Die starkste Temperaturabnahme ist um 4 Uhr
morgens.

c) Die Temperatur ist um 14 Uhr am groften.

Seite 24
o

1 a) Ja, die Zuordnung ist streng monoton fallend. Die
Temperatur wird sich zwar immer mehr der Zimmertem-
peratur annahern, aber diese nicht erreichen.
b) Nein, die Zuordnung ist nicht streng monoton, da der
Wasserstand schwanken kann.
¢) Nein, die Zuordnung ist nicht streng monoton, da die
Temperatur schwanken kann.
d) Ja, die Zuordnung ist streng monoton wachsend. Eine
gréfBere Kantenldnge hat immer ein gréferes Volumen
zur Folge.

2 a) fist monoton wachsend in [0; 1,3].

g ist monoton wachsend in [-1;1,6].

b) fist monoton fallend in [-1; 0] und in [1,3; 2,5].
g ist monoton fallend in [1,5; 2,5].

c) Der Graph von fist linksgekrimmt in [-1; 0,5].
Der Graph von g ist linksgekrimmt in [0; 1].

Seite 25

3 a) Ableitungen: f'(x) =2x-1; f'(x) = 2.
Monotonie:

Ansatz: f'(x) =0, d.h. 2x -1=0. Losung: x;=0,5.
Teststellen: f'(0) =-1 und (1) ="1.

In ]-;0,5[ istf streng monoton fallend und in
10,5; oo [ streng monoton wachsend.
Krimmungsverhalten:

Da f"(x) > 0 fiur alle xe Dy gilt, ist der Graph von f tiberall
linksgekrimmt.

b) Ableitungen: f'(x) = 3x2+1; f"(x) = 6x.

Monotonie:

Ansatz: f'(x) =0, d.h. 3x2+1=0. Diese Gleichung hat
keine Losung.

| Grundlagen der Differenzialrechnung L7



Schulbuchseite 25

Teststelle: f'(0) =1. Alsoist f'(x) >0 fir alle x€Dy.

f ist streng monoton wachsend auf ganz R.
Krimmungsverhalten:

Ansatz: f"(x) =0, also 6x=0. Losung: x, = 0.
Teststellen: f"(-1)=-6 und (1) = 6.

Der Graph von f ist in |-oo; 0] rechtsgekriimmt und in
10; oo [ linksgekrimmt.

c) Ableitungen: f'(x) = %xz -1 f'(x) = %x.
Monotonie:

Ansatz: f'(x) =0, d.h. %x2 -1=0. Losungen: x, = V3
und x, = -V3.

Teststellen: '(-2) =1, £(0)=-1 und f(2) =1.

f ist streng monoton wachsend in ]— o; —\/§[ sowie in
]\/§; oo[ und streng monoton fallend in ]-\/§,~ \/§[
Krimmungsverhalten:

Ansatz: f"(x) =0, also %x = 0. Ldsung: x5 = 0.

Teststellen: f'(-1)=-2 und '(1) = 2.

Der Graph von fist in ]-oo; O rechtsgekrimmt und in
10; o linksgekrimmt.

5 a) Ableitung: f'(x) = ﬁ-(x -9) +Vx.

Ansatz: f'(x) =0, d.h. 217;-(x -9)+Vx =0 bzw.

Xx=-9=-2x. Losung: x;=3.

Teststellen: (1) =-3 und f'(4) = 0,75.

In ]0; 3[ ist f streng monoton fallend, in ]3; «| streng

monoton wachsend.

b) Ableitung:

F(x)=2(x+N(x-2)+(x+1)2%=(x+1)(3Bx-3).

Ansatz: f'(x) =0, d.h. (x+1)(3x-3)=0.

Losungen: x;=-1 und x, ="1.

Teststellen: f'(-2)=9, f(0)=-3 und f(2)=9.

In ]-o0; =1[ und ]1; e ist f streng monoton wachsend,

in |-1;1[ streng monoton fallend.

¢) Ableitung: f'(x) = 8x-(1-x)2+4x2-(-1)-2(1-x)
=8x-(1-x)-(1-2x).

Ansatz: f'(x) =0, d.h. 8x-(1-x)-(1-2x)=0.

Losungen: x,=0, X, =1 und x3=0,5.

Teststellen: f'(-1) = -48, (0,25) = 0,75, (0,75) = -0,75

und f/(2) = 48.

In ]-o0; O] und ]0,5; 1[ ist f streng monoton fallend, in

10; 0,5[ undin ]1; o[ streng monoton wachsend.

6 a) Die Aussage ist falsch, denn fiir x <0 ist f'(x) <0
und f somit streng monoton fallend.

b) Die Aussage ist wahr, denn es gilt "(x) =1 fur alle

x € Dy.

¢) Die Aussage ist wahr, denn im Intervall [0; 1] ist f
streng monoton wachsend, weil f'(x) >0 fir alle
x€[0; 1] ist.

d) Die Aussage ist falsch. Uber die Funktionswerte von
f kann man allein aus der Kenntnis von f" keine Aussage
treffen.

7 a) f.(x)=8a-(2x - 3)3 f.(x)=48a-(2x - 3)?
Da 48-(2x-3)2=0 ist, gilt f(x) <0 (fir x€R mit
x#%) & a<0. Da f;(x) nur an der Stelle x=% den

Wert 0 annimmt, gilt: Der Graph von f, ist fur jedes
a€R~ eine Rechtskurve.

L8 I Grundlagen der Differenzialrechnung

, a? 32 R a4 3 at
b) f,00 = 510 = 7 @072 100 = -5 (@202 = - s

Fir a+0 ist f (x) <0 firjedes x> 0. Also gilt: Der
Graph von f, ist fUr jedes a€R\ {0} eine Rechtskurve.
(Fir a=0 ist f,(x)=0 fiurjedes x=0 und der Graph
von f, ist die x-Achse.)

o f.(x)=-2ax73; f.(x) = 6ax*= %

Da >0 firjedes x+0 ist, gilt f.(x)<0 < a<0.
Der Graph von f, ist fir jedes a€ R~ eine Rechtskurve.

8 a) Gegenbeispiel: f mit f(x) =x2 und f'(x) = 2x.
f"ist fur alle x streng monoton wachsend, f ist flir x <0
aber streng monoton fallend.

b) Gegenbeispiel: f mit f(x) = -x* Der Graph von f ist
Uberall eine Rechtskurve. Fiir die zweite Ableitung

f'(x) = -12x2 gilt aber f"(0) = 0.

©) Gegenbeispiel: f mit f(x) = x3. Esist f'(x) = 3x2 und
f"(x) = 6x. Also gilt f'(0)=0 und f"(0) = 0.

9 a) f(x) > 0: Der Graph von f verlguft fiir x >0 ober-
halb der x-Achse.

f'(x) > 0: Die Funktion fist fir x >0 streng monoton
wachsend.

f”(x) > 0: Der Graph von fist fir x >0 linksgekrimmt.
b) A: g(x) =x+f(x); g'(x) =1+ (x); g"(x)=f"(x);

g besitzt also die drei Eigenschaften.

B: g(x) = x-f(x); g'(x) =f(x)+x-f(x);

g"(x) = 2f"(x) + x-"(x);

g besitzt also die drei Eigenschaften.

C:g(x)=(f(x)% g'(x)=2-f(x)-f(x);

g"(x) = 2- ((F ()2 + f(x) - £ (x));

g besitzt also die drei Eigenschaften.
1

D: g(x) = V() = (FX)z g'(0) = 2(F(x)2-F (x) =

g'(x) =~ (FO0)Z-(F(9)? + 3 (F() 2 F'(0)
__F2 )

affx)? 2V
g besitzt die ersten beiden Eigenschaften. Ob sie die
dritte Eigenschaft besitzt, hdngt von der Funktion f ab.

11 a) Umkehraussage: ,Wenn f streng monoton fallend
in List, dann gilt f'(x) <0 furalle xel”

Gegenbeispiel: f mit f(x) = -x3. Die Funktion ist streng
monoton fallend auf R, denn fir zwei beliebige reelle
Zahlen x, und x, mit x, <x, gilt f(x;) > f(x,). Allerdings
gilt f'(x) = -3x2 und somit f'(0) = 0. Dies bedeutet, dass
f'(x) <0 nicht fir x€R gilt und die Umkehrung des
Satzes falsch ist.

b) Esist f(x)=10-(2x - 4)% Fur x+5 gilt ¥(x) > 0.
Also ist f auf R\ {%} streng monoton wachsend.
Untersuchung der Stelle x,; = %: Esist f(x,) = f(%) =0.
Fir x, >% gilt f(x,) =@x=-4)>>0="f(x).

>0
Flr x5 <% gilt f(x3) =(@2x-4)><0="f(x).

<0
Die Funktion f ist also auf ganz R streng monoton wach-
send.



12 Die folgende Grafik veranschaulicht die Situation bei-
spielhaft.

Da der Graph G; von f rechtsgekrimmt ist, ist die Ablei-
tungsfunktion f' streng monoton fallend. Fiir x > 0 gilt
also f'(x) <f(0) =1, d.h., der Graph G; verléuft unterhalb
der Tangente an G; im Punkt P(0|-a) mit der Stei-
gung 1. Diese Tangente schneidet die x-Achse im Punkt
Q(al0). Der Graph G; schneidet die x-Achse im Intervall
[0; a[ also nicht. Somit hat f dort keine Nullstelle.

6 Extrem- und Wendepunkte

Seite 26
o o)

Einstiegsaufgabe

Ende April wechselt der Graph sein Kriimmungsverhalten.
Er geht von einer Links- in eine Rechtskurve Uber. Ende
Juni @ndert die Funktion ihr Monotonieverhalten.

In einem gewissen Zeitraum vor Ende Juni war sie streng
monoton wachsend, danach ist sie monoton fallend.
Ende September dndert der Graph wieder sein Kriim-
mungsverhalten. Diesmal geht er von einer Rechts- in
eine Linkskurve Uber.

Seite 27
(o} o
1 a) Ableitungen: f'(x) = 6x2-3x-9; f"(x) =12x - 3.
Mogliche Extremstellen: f'(x) = 6x2-3x-9=0.
Losungen: x, =15 und x,=-1.

Untersuchung der moglichen Extremstelle x, =1,5:
f"(1,5) =15 > 0, also Minimumstelle.

Untersuchung der moglichen Extremstelle x, = -1:
f"(-1) = =15 < 0, also Maximumstelle.

: Col(x) = Ox - 2. o"(x) =D +
b) Ableitungen: g'(x) = 2x ‘/;,g(x) 2+\/;.

Mogliche Extremstellen: g'(x) = 2x - % =0.
Losung: x4 ="1.

Untersuchung der moglichen Extremstelle x, =1:
(1) =3 >0, also Minimumstelle.

¢) Ableitungen: h'(x) = x3 - 4x; h"(x) =3x2- 4.
Mdgliche Extremstellen: h'(x) = x3 - 4x = 0.
Lésungen: x;=0, X,=2 und x3=-2.
Untersuchung der méglichen Extremstelle x, = 0:
h"(0) = -4 < 0, also Maximumstelle.
Untersuchung der moglichen Extremstelle x, = 2:
h"(2) = 8 > 0, also Minimumstelle.

Untersuchung der moglichen Extremstelle x5 = -2:
h"(-2) =8 > 0, also Minimumstelle.

d) Ableitungen: K'(x) = 4x3 +5; K'(x) = 12x2 - &.

Mogliche Extremstellen: k'(x) = 4x3 + % =0.
Losung: xq=-"1.

Untersuchung der méglichen Extremstelle x, =-1:
k"(-1) = 20 > 0, also Minimumstelle.

Schulbuchseiten 25-27
o

e) Ableitungen: l'(x) = -4x3+16x; |"(x) = -12x2 + 16.
Mogliche Extremstellen: '(x) = -4x3 +16x = 0.
Losungen: x;=0, X,=2 und x3=-2.
Untersuchung der méglichen Extremstelle x, = 0:
["(0) =16 > 0, also Minimumstelle.

Untersuchung der moglichen Extremstelle x, = 2:
["(2) = -32 < 0, also Maximumstelle.

Untersuchung der moglichen Extremstelle x5 = -2:
["(-2) = -32 < 0, also Maximumstelle.

f) Ableitungen: m’'(x) =2 + %; m”(x) = —%.
Mogliche Extremstellen: m’(x) = 2 + % = 0.

Losung: x4=-"1.

Untersuchung der moglichen Extremstelle x, =-1:
f"(-1) = -6 < 0, also Maximumstelle.

2 a) Ableitungen: f'(x) = 6x2 - 4x; f"(x) =12x - 4;
f(x) = 12.

Mogliche Wendestellen: f"(x) =12x - 4 = 0.
Losung: x4 = %

Untersuchung der moglichen Wendestelle x, = %z
i (%) =12+ 0, also Wendestelle von f.

Wegen ' (%) = —% + 0 ist x, keine Sattelstelle.

b) Ableitungen: f'(x) =12x3 + 24x% f'(x) = 36x2 + 48x;
7 (x) = 72x + 48.

Mogliche Wendestellen: '(x) = 36x2 + 48x = 0.
Lésungen: x,=0 und x, = —%.

Untersuchung der méglichen Wendestelle x, = 0:
(0) = 48 + 0, also Wendestelle.

Wegen f'(0) = 0 ist x, eine Sattelstelle.

Untersuchung der méglichen Wendestelle x, = —%:

" (—%) =-48 # 0, also Wendestelle.

Wegen f’(—g) = % * 0 ist x, keine Sattelstelle.

¢) Ableitungen: f'(x) = -x3 +10x% - 32x + 32;

f"(x) = -3x2+20x - 32; f"(x) = -6x + 20.

Mdgliche Wendestellen: f'(x) = -3x2+20x - 32 = 0.
Lésungen: x, =4 und x, = %.
Untersuchung der moglichen Wendestelle x, = 4:
7(4) = -4+ 0, also Wendestelle.

Wegen f'(4) = 0 ist x, eine Sattelstelle.
Untersuchung der méglichen Wendestelle x, = %:

i (%) =4 %0, also Wendestelle.

Wegen f' (%) = —% + 0 ist x, keine Sattelstelle.

3 Hinweis: Die Aufgabe kann auch grafisch durch Skiz-
zieren des Graphen gel6st werden.

a) Ableitungen: '(x) = 2mcos(2mx);

f(x) = —4m2sin (2 mx).

Mogliche Extremstellen: f'(x) = 2mcos(2mx) = 0.

Lésungen im Intervall [0; 1]: x, =% und x, = %

Untersuchung der moglichen Extremstelle x, = %:
f(%) =-4712 < 0, also Maximumstelle.

Es ist f(%) =1, also H(%M)
Untersuchung der méglichen Extremstelle x, = %:
f(%) =412 >0, also Minimumstelle.

Es ist f(%) =-1, also T(%‘—’l).

| Grundlagen der Differenzialrechnung L9
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b) Ableitungen: f'(x) = =2sin (x +3);

f"(x) = -2cos (x +3).

Mbgliche Extremstellen: f(x) = -2sin (x +7) = 0.
Lésungen im Intervall [0; 271]: x, = % und x, = 37
Untersuchung der moglichen Extremstelle x, = 5:
f"(5) = 2> 0, also Minimumstelle.

Esist f(5)=-2, also T(%l—Z). ;
Untersuchung der méglichen Extremstelle x, = %
f”(gn) = -2 <0, also Maximumstelle.

Es ist f( ) 2, also H(T 2).

c) f(x)=-sin (nx -

f'(x) = -mcos (mx - 5); (x) = n2sin (x - 5).

%) + 2; Ableitungen:

Mégliche Extremstellen: f'(x) = ~mcos (nix - 7) = 0.
Lésungen im Intervall [0; 2]: x,=0, x,=1 und x5 =2.
Untersuchung der moglichen Extremstelle x; = 0:
7(0) = -n2 < 0, also Maximumstelle.

Esist f(0) =3, also H,(0]3).

Untersuchung der méglichen Extremstelle x, = 1:
'(1) = m2> 0, also Minimumstelle.

Esist f(1) =1, also T(1]1).

Untersuchung der moglichen Extremstelle x5 = 2:
"(2) = -n2 < 0, also Maximumstelle.

Esist f(2) =3, also H,(2]3).

4 Ander Stelle x,=-2,5 gilt f'(x;) =0 und f hat einen
Vorzeichenwechsel von + nach -. Also hat f dort eine
Maximumstelle.

An der Stelle x,=2,5 gilt f'(x,) =0 und f hat einen
Vorzeichenwechsel von - nach +. Also hat f dort eine
Minimumstelle.

Da an keiner anderen Stelle f'(x) =0 gilt, gibt es keine
weiteren Extremstellen von f.

Wendestellen:

An den Stellen x3=-15, x,=0 und x5=15 hatf
Extremstellen. Dies sind die Wendestellen von f.

Zusatz (in der Aufgabenstellung nicht gefragt): Keine der
Wendestellen ist eine Sattelstelle.

Seite 28
o

5 a) Ableitungen:

(x) = 2-3(2x - 5)2 - 150 = 6(2x - 5)2 - 150;

£/(x) = 12-2(2x - 5) = 24(2x - 5) = 48x - 120; f”(x) = 48.
Extrempunkte: H(0|-125) und T(5|-625).
Wendepunkt: W(2,5]-375).

b) Ableitungen:
g'(x)=-9(1-3x)2-
g"(x) = -162x.
Extrempunkte: T(—% ‘—’I) und H (% ‘3)
Wendepunkt: W(0[1).

¢) Ableitungen: h'(x) = (x - 4)2 - 16 = x2 - 8x;
h"(x) = 2x - 8.

Extrempunkte: H (O| —%) und T<8 —%).
Wendepunkt: W (4 |-64).

54x +18 = -81x2 + 9;

8 a) Ableitungen: f'(x) = 4x3 - 12x2; f"(x) = 12x2 - 24x;
f"(x) = 24x - 24.
Mdgliche Extremstellen: '(x) = 4x3 - 12x2 = 0.

L10 | Grundlagen der Differenzialrechnung

Losung: x;=0 und x, = 3.

Untersuchung der méglichen Extremstelle x, = 0:

f”(0) = 0, also keine Entscheidung méglich. Es muss das
VZW-Kriterium angewendet werden. ' wechselt an der
Stelle x, =0 nicht das Vorzeichen (es ist z.B. f'(-1)=-16
und f'(1) = -8), sodass bei x,;=0 keine Extremstelle
vorliegt.

Untersuchung der moglichen Extremstelle x, = 3:

"(3) = 36 > 0, also Minimumstelle. Es ist f(3) = -27, also
T(33|-27).

Mdgliche Wendestellen: (x) = 12x2 - 24x = 0.
Lésungen: x;=0 und x5 =2.

Untersuchung der moglichen Wendestelle x,=0:

7(0) = =24 # 0, also Wendestelle. Es ist f(0) =

also W,(0]0) (zudem Sattelpunkt, da '(0) = 0).
Untersuchung der moglichen Wendestelle x5 = 2:

7(2) = 24 + 0, also Wendestelle. Es ist f(2) = -16,

also W, (2]-16).

Vorgehen bei b) und ¢) analog wie bei a).

b) Ableitungen: g'(x) = x3 - 4,5x2 + 6X;
g"(x)=3x2-9x+6; g"(x)=6x-9.

Extrempunkt: T(0]0).

Wendepunkte: W,(1]1,75) und W,(2]4).

¢) Ableitungen: h'(x) = 6x> - 6x3; h"(x) = 30x* - 18x%
h"(x) = 120x3 - 36x.

Extrempunkte: T,(-11-0,5), H(0]0) und T,(1]-0,5).
Wendepunkte: Wq( 0,6]f( 0,6)) und

W, (-1/0,6|f(-/0,6)) bzw. gerundet W,(0,77]-0,32)

und W, (-0,77] - 0,32).

9 Ableitungen:

f(t) =0,08(t-1)3(t-6) +0,02(t - 1)%=01(t - 1)3(t - 5);
f'(t)=03(t-1)2(t-5)+01(t-1)3=01(t - 1)2(4t - 16);
£7(t) = 0,2(t - 1) (4t - 16) + 0,4 (t - 1)2 = 0,2(t - 1) (6t - 16).

a) Mogliche Extremstellen: '(t) = 0,1(t - 1)3(t - 5) = 0.
Losungen im Intervall [0;5,5]: t,=1 und t, =
Untersuchung der moglichen Extremstelle t; =1:

"(1) = 0, also keine Entscheidung mdglich. Es muss das
VZW-Kriterium angewendet werden. f' wechselt an der
Stelle t,=1 das Vorzeichen von + nach - (es ist z.B.
f(0)=0,5 und f'(2) =-0,3), also Maximumstelle. Mit
f(1) = 6 folgt, dass der maximale Wasserstand im Beo-
bachtungszeitraum 6 Meter betragt.

Untersuchung der méglichen Extremstelle t, = 5:

f"(5) = 6,4 > 0, also Minimumstelle. Mit f(5) = 0,88 folgt,
dass der minimale Wasserstand im Beobachtungszeit-
raum 0,88 Meter betragt.

Ergebnis: Der maximale Unterschied des Wasserstands
im Beobachtungszeitraum betragt 5,12 Meter.
(Bemerkung: Auf eine Betrachtung der Randwerte

f(0) = 5,88 und f(5,5) = 1,90 wird hier verzichtet, da
diese Problematik im Schulbuch erst in der Lerneinheit 8
LExtremwertprobleme mit Nebenbedingungen” themati-
siert wird.)

b) Gesucht ist eine Wendestelle t,, mit '(t,) < 0.
Mdgliche Wendestellen: f/(t) = 0,1(t - 1)2(4t - 16) = 0.
Lésungen im Intervall [0;5,5]: t;,=1 und t;=4
Untersuchung der moglichen Wendestelle t; =1:

t, ist als Extremstelle keine Wendestelle.

Untersuchung der mdglichen Wendestelle t; = 4:

" (4) = 3,6 # 0, also Wendestelle mit f'(4) =-2,7<0.
Ergebnis: Zum Zeitpunkt t; =4 nimmt der Wasserstand



Schulbuchseiten 28-29

am starksten ab. Die Abnahme betrégt dann 2,7 Meter
pro Stunde.

10 a) f,(x)=x3-ax% f'( )=3x2-2ax;
f2(x) = 6x - 2a; . (x) =

f2(x)= 0 liefert 6x -2a=0 und x1=%a.
Es ist f'"( ) =6+0.

Wendepunkt W(%a|—%a3).

Steigung der Wendetangente: m = —%az.
b) f,(x) =a3x " -x% f,(x) =-ax"2-2x
f2(x)=2a%x3-2; f.'(x) =-6a>x7"

f7(x) = 0 liefert 2a®x3-2=0 und x,; =
Esist f. (a) = —g #0.

Wendepunkt W(a|0).

Steigung der Wendetangente: m = -3a.
o f,(x)=x*-2ax?+1; f (x)=4x3 - 4ax;
f7(x) =12x? - 4a; . (x) = 24x.

fa() 0 liefert 12x2-4a=0 und x1=\/%_a und

1
XZ = —\jga.

Esist f;"(:d;) +0 fur a+0.

Wendepunkte W, (\/%Z|—%a2 + 1) und

W, (-|3a|-5a2+1).

Steigung der Wendetangente: m, =
m, = %a\f%a.

11 a) Ist x, eine beliebige Stelle der Definitionsmenge
von f, so gilt f(x,) = c="f(x) fir alle x in einer Umgebung
von x,. Es gilt daher auch f(x,) = f(x) fur alle x in einer
Umgebung von x,. Also ist x, eine Maximumstelle von f
und der Punkt P(x,lc) ist ein Hochpunkt von G.

Ebenso gilt f(x,) = f(x) fur alle x in einer Umgebung

von x,. Also ist x; auch eine Minimumstelle von f und der
Punkt P(x4|c) ist ein Tiefpunkt von G;.

Da x, eine beliebige Stelle ist, gilt diese Aussage fir je-
den Punkt auf G;.

b) Ableitungen: f'(x) = 0; f"(x)=0.

Die Bedingung f'(x) = 0 ist fur jedes x erfillt. Will man
eine Stelle x,; mit dem VZW-Kriterium untersuchen, so

gilt fur jede Stelle x, mit x, < x4: f'(x,) =0 und fur jede
Stelle x; mit x5 > x; gilt f'(x3) = 0. Es liegt kein VZW von
" vor.

Wegen f”(x,) =0 liefert auch das f"-Kriterium keine Aus-
sage Uber das Vorliegen einer Extremstelle.

8 1
§a §a und

12 Esgilt f(xg) =0, f'(x) =0 und f"(xg) <0
Wenn g(xg) =0, g'(xo) =0 und g"(xo) >0 ist, dann ist
die Aussage wahr.
Ableitungen: g'(x) = -2x-f(x) - x2-f'(x);
g"(x) = -2f(x) - 2x-f'(x) - 2x-f'(x) - x2-f"(x)
= =2f(x) - 4x-f'(x) - x2-f"(x).

Uberpriifung:
g(%o) = =x5-f (%) = =x5:0=0"
g’(xo) =2+ (Xg) = X3 (Xo) = =2%,-0-x2:0=0V
8" (Xo) = =2-F(xo) = 4%y (Xg) = %>+ " (o)

==2:0 - 4%y 0 = %2 F"(x) = = x2-"(xg) >0V

>0 <0

O

o

14 Esgilt f(x) >0 firalle xeR, f(2)=0 und
f"(2) = -
Wenn g'(2) =0 und g"(2) >0 gilt, dann ist die Aussage
gezeigt. ; ; ,
Ableitungen: g( )= (f()) 2 g'(x) =-5(f(x)2-F(x);

2

g'(x) = 2(F() 3 (F ()2 - 2 (F(x)) 3+ F"(x).

Uberpriifung:

g(2) = -3(f2)2-f(2) = -3(f(2)2:0=0 v

g'(2) =3 (f2) 2 (F(2)2 - 5(f(2)3-F'(2)
=3(f(2))3-02 - 2(F(2) 2+ (-1) = 2(F(2)) 2> 0. v/

15 f(x)=x3+bx2+cx+d;
f'(x) =3x2+2bx +¢; f'(x) = 6x+2b;
fm(x) - 6
f’(x) = 6x+2b =0 ergibt x,= —g;
in die Gleichung f'(x) =3x2+2bx+c=0

. b2 _ b2 b2
eingesetzt: 3 -25 +c=0 oder c=3.
Extremstellen: f'(x) =0 ergibt mit c = %2 die Gleichung
3x2+2bx + %2 = 0 mit der einzigen Ldsung x, = —%.
Dies ist aber keine Extremstelle, sondern eine Wende-
stelle mit waagerechter Tangente.

7 Tangente und Normale

Seite 29
o

—Q
Einstiegsaufgabe

Die Situation kann modellhaft in einem geeigneten Koor-
dinatensystem dargestellt werden, die Strae durch den
Graphen G; einer Funktion f.

a) Im Modell kann der Weg des Lichts durch eine
Tangente an G; im Punkt, an dem sich das Motorrad
gerade befindet, dargestellt werden. Ist das Motorrad

im Punkt A, so verlduft diese Tangente durch E,. Der

Elch, der sich im Modell im Punkt E, befindet, wird vom
Scheinwerfer erfasst.

b) Es werden Punkte auf G; gesucht, sodass die Tangen-
ten an G; in diesen Punkten durch E, verlaufen. Diese
Punkte sind in der Skizze ndherungsweise dargestellt.

Anmerkung: Es gibt noch weitere Punkte auf G, fir

die die Tangente an G; durch E, verlduft. Diese sind im
Sachkontext allerdings irrelevant, weil der Elch sich dann
hinter dem Motorrad befindet und nicht vom Lichtstrahl
erfasst wird.
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Seite 30
(o]

1 a) P(-1]2); Tangentengleichung y=-4x-2;
Normalengleichung: vy = 4 X+Z 4, Steigungswinkel:

o= -76,0°

b) P(-1]0); Tangentengleichung y =-nx - m; Norma-
lengleichung: vy = E X+ Stelgungswmkel o=-72, 3°
o P(-11V2); Tangentenglelchung y = \[_ x+V2 +

Normalengleichung: y = -V2x; Steigungswinkel:
o = 35,3°
d) P(-1]1); Tangentengleichung y = 2x + 3; Normalen-

gleichung:y = -~ x + ; Steigungswinkel: o = 63,4°.

Seite 31

2 a) Tangentengleichungen: t;:y=-2x-2 und
tyyy=2x-2

Bertihrpunkte: B,(-212) und B,(2]2).

b) Tangentengleichungen: t;:y=-3x-45 und
tyyy=3x-45.

Beruhrpunkte: B,(-314,5) und B,(3]4,5).

¢) Tangentengleichungen: t;:y =5x-125 und
tyyy=x-05.

Berthrpunkte: B4(5]12,5) und B,(1]0,5).

d) Tangentengleichungen: t:y=0 und ty;y=-2x-2.
Bertihrpunkte: B,(010) und B,(-2]2).

3 Allgemeine Tangentengleichung: y = 4ux - 2u? - 3.
a) -21=-2u?-3 o 2u?=18. Losungen: u,=3 und
u, =-3.

Bertihrpunkte: B,(3115) und B,(-3]15).
Tangentengleichungen: t:y =12x-21 und
tyryy=-12x-21

b) 0=-2u?-3 & 2u?=-3. Keine Losungen.

Es gibt keine Tangenten an den Graphen, die durch Q
verlaufen.

¢) 15=-12u-2u?2-3 & 2u2+12u+18=0.
Lésung: u=-3.

Berthrpunkt: B(-3]15).

Tangentengleichung: t:y =-12x - 21.

d) 2=4u-2u2-3 & 2u?2-4u+5=0.

Keine Ldsungen.

Es gibt keine Tangenten an den Graphen, die durch Q
verlaufen.

4 a) Normalengleichung: y=-x-1,5.

b) Ansatz: 0,5x%-2x2-x=-x-15.

Substitution u =x2 fihrt auf u?2-4u+3=0.
Lésungen: uy=3 und u,="1.

Riicksubstitution: x;=V3, x,=-V3, x;=1 und x, = -
Ergebnis: Die weiteren Schnittpunkte der Normalen

und des Graphen von f haben die x-Koordinaten V3, -V/3
und 1.

5 Allgemeine Tangentengleichung: y = -ux + %uz + 4,
Punktprobe mit Q(0]6): 6 = %uz +4. Losungen: u,=-2
und u, =2.

Bertihrpunkte: B,(-212) und B,(2]2).

Da das Fahrzeug geméaf3 der Abbildung von links nach
rechts fahrt, ist der gesuchte Punkt B,(-2]2).
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6 a) Normalengleichung: vy = —% x+1.

b) Schnittpunkt mit der y-Achse: (0]1).
Schnittpunkt mit der x-Achse: (% | 0).
Flacheninhalt: A = %-1 5=%

Der Flacheninhalt des Dreiecks betrégt  FE.

8 Allgemeine Tangentengleichung:
y=(-4u+3)x+2u2+10.

Punktprobe mit Q(3]5,5): 2u?-12u+13,5=0.
Lésungen: u,=4,5 und u,=15.

Beruhrpunkte: B4(4,51-17) und B,(1,5/10).

Ergebnis: Vom Boot aus kann man diejenigen Orte am
Ufer einsehen, die im Modell durch Punkte zwischen B,
und B, dargestellt werden.

9 Es muss die Tangente vom Tiefpunkt des Graphen an
den Graphen gelegt werden.

Bestimmung der Koordinaten des Tiefpunktes des Gra-
phen von f:

f'(x) = —%xz + %x, ' (x) = —%x + %

Mégliche Extremstellen:

f(x) = —%xz +35x=0. Losungen: x;=0 und x, = 4.
Untersuchung der moglichen Extremstelle x; = 0:
f7(0) =2 > 0, also Minimumstelle. Mit f(0) = -4 erhalt

man den Tiefpunkt T(0]-4).
Untersuchung der moglichen Extremstelle x, = 4:

' (4) = —% <0, also Maximumstelle.

Tangente vom Tiefpunkt an den Graphen von f:

Allgemeine Tangentengleichung:
y= (—%u2 + %u)x + %u3 - %uz - 4.
Punktprobe mit T(0|-4): -4 = %u3 - %uz - 4.

Lésungen: u,; =0 und u,=3.
Bei u, =0 befindet sich der Tiefpunkt. Also ist

B(3|f(3)) = (3 ‘ —§> der Beriihrpunkt der Tangente.
Tangentengleichung t:y = %x - 4.
Schnittpunkt der Tangente mit der Geraden y = 2:
5(%|2). Ab dem Punkt $(53312) der Bahn des Ballons
kann man den tiefsten Punkt des Tals sehen.

Seite 32
(o]

10 f(t) = 0,13?91, f(t) = _ﬁ

Allgemeine Tangentengleichung:
30 300
y= _(0,1U+1)2.(X - U) + 01u+1"
a) Tangente fir u=15: y=-4_8x+192.
Die Tangente schneidet die Gerade y =0 an der Stelle

t =g = 40.

Nach 40 Tagen sind alle Lause vernichtet.

b) Punktprobe der allgemeinen Tangentengleichung mit
P(30] 0)
300

0=- (o1u+1)2 (30 -u)+ 01u +1

0=-30-(30 - u)+300-(01u+1)
=-900 +30u +30u + 300
=-600 + 60u
Losung: u, =10.
Man muss die Marienké&fer nach zehn Tagen ansetzen,
damit die Blattlduse nach 30 Tagen vernichtet sind.

[- (01t +1)?



11 a) Fur die Punkte A, B
und C auf dem Graphen
von f sind die Strecken
PA, PB und PC orthogonal
zum Graphen von f. Der

Abstand von P zu G; ent-
spricht der kiirzesten Lan-
ge dieser Strecken, also

der Streckenlénge

IPC| = 1,87, betrégt also ca. 1,87LE.
b) f(x) =x72% f'(x) = —%
Allgemeine Normalengleichung: vy = u73(x -u)+ é
Punktprobe mit Q(0]0): 0 = —”74 + % S ub=2

Losungen: u, = 6\/5 =112 und u, = —% = -1712.
. 6 1 6 1
Schnittpunkte: B, (V2 —) und B (—\/5 —).

P (25 2
— — 2
Esist [0B,] - [08,] - 1(¥2) + (%)2 =137.
2

Der Punkt Q hat vom Graphen G; ungefahr den Abstand
1,37LE.

12 a) Skizze:

P

R R S TN S T AN SR S N TN
1 2

2 4 6. 8 10 12 14
b) Die kiirzeste Zufahrtstrafie verlduft jeweils auf der
Normalen vom Punkt P bzw. Q an den Graphen.
Allgemeine Normalengleichung:

y= —;—ux + % +ul

Punktprobe mit P(16]0,5):

0,5=—§+%+u2.

Losung: u, = 2.

Schnittpunkt der Normalen mit dem Graphen: S(214).
Lange der Zufahrtstrafie:

ISP| =1/208,25 = 14,43. Die kiirzeste Zufahrtstraie von P
aus ist ca. 14,43km lang.

Punktprobe mit Q(0]12,75): 12,75 = 5 + u?.

Lésungen: Uy, 3= £3,5.

Schnittpunkte der Normalen mit dem Graphen:

T, ,(£3,5112,25).

Lange der Zufahrtstra3en: |T1_Q| = |T2_Q| =\12,5 = 3,54.

Es gibt zwei gleich lange kiirzeste Zufahrtstraien von Q.

Sie sind jeweils ca. 3,54km lang.

Schulbuchseiten 32-35
o

14 a) f(x) = (3 - 7x2 + 1x + 15);

f(x) = g3x2 - 14x +1); £(3)=15; f(3) = -3

Normale in P(3[1,5): y=2(x-3)+15=2x-4,5.

Ein Punkt R(r|t) auf der Normalen mit der x-Koordinate
r hat die y-Koordinate t=2r - 4,5.

Den Abstand d(R; P) kann man dann mit dem Satz des
Pythagoras mithilfe der angegebenen Formel berechnen.
b) Ansatz: d(S; P) =1 mit S(s|2s - 4,5), also nach Qua-
drieren (3-5)2+(6-2s)2=1 & 552-30s+44=0.

. 1 1 L
Losungen: s; =3+ 7 und s,=3- 7 (s> 3 istirrele-
vant, da die x-Koordinate des stdlichsten Punkts kleiner
als 3 ist.)

Mit 2s, - 4,5=15 - 15 folgt: Der siidlichste Punkt

s

der Briicke hat im Modell die Koordinaten
1 _2

S (3 hs \/§>'

15 a) Der Punkt P liegt oberhalb des Graphen von f.
b) f(x)=x% f(x)=2x

Allgemeine Tangentengleichung:
y=2u(x-u)+u2=2ux-u

Punktprobe mit P(p,Ip,): p,=2up, - u?

& u?-2pu+p,=0.

. 2p, £ |4p7 - 4p, 2
Losungsformel: Uy ,=——5———=ps % \}91 ~ P2

Wegen p, > pf ist der Radikand der Wurzel negativ und
die Wurzel existiert nicht.

¢) Geht man wie in Teilaufgabe b) vor, erhalt man die x-
Koordinaten der Beriihrpunkte mittels

Up =0 \,qf - 0. Fir g, <q? ist der Radikand der

Wurzel positiv und man erhélt zwei unterschiedliche
x-Koordinaten u; und us.

8 Extremwertprobleme mit Neben-
bedingungen

Seite 33
o

Einstiegsaufgabe
Den grofdten Flacheninhalt erhalt man, wenn alle Seiten
aus funf Streichhdlzern bestehen.

Seite 35
o

1 a) Seitenldngen des Rechtecks: x und y (in cm).
Flicheninhalt: A = x-y (incm?2) mit 0 =x = 25.
Nebenbedingung: 2x + 2y = 50.

Zielfunktion: A(x) = x(25 - x).

Globales Maximum fiir x =y =12,5.

Wenn das Rechteck ein Quadrat mit der Seitenldnge
12,5cm ist, ist der Flacheninhalt maximal.

b) Seitenldngen des Grundstticks: x und y (in m).
Umfang: U=2x+2y(inm) mit x> 0.
Nebenbedingung: x-y = 400.

Zielfunktion: U(x) = 2x + @.

Globales Minimum fiir x =y = 20.

Wenn das Rechteck ein Quadrat mit der Seitenldnge 20m
ist, ist der Umfang minimal.

| Grundlagen der Differenzialrechnung ~ L13



Schulbuchseiten 35-36

2 Seitenldngen des Rechtecks: x und y (in dm).
Flacheninhalt: A =x-y (in dm?2).

Nebenbedingung: 2x +y = 50.

Zielfunktion: A(x) = -2x2+50x mit 0 =x =10.
Globales Maximum fiir x =10 und y =30 (Randmaxi-
mum).

Wenn das Rechteck die Seitenldngen 10dm und 30dm
hat, wird der Fldcheninhalt maximal (300dm?2).

3 Kantenldngen des Quaders: a, b und x (in cm).
Volumen: V=a-b-x (in cm3).

Nebenbedingungen: a =16 - 2x; b =10 - 2x.
Zielfunktion:

V(x) = (16 - 2x)(10 - 2x)x = 4x3 - 52x2 + 160 x

mit 0 =x=5.

Globales Maximum fir x = 2.

Das Volumen der Schachtel wird fiir x = 2 maximal.

4 Seitenldangen des Rechtecks: x und y.
Flacheninhalt: A =x-y.

a) Nebenbedingung: y =f(x) =4 - % x3.
Zielfunktion: A(x) = 4x - %x‘* mit x€[0; 2].
Globales Maximum fiir x = %/5 und y = 3.
Esist P(¥2/3).
b) Nebenbedingung: y = f(x) = %
Zielfunktion: A(x) =1 mit x€ [1; 3.
Globales Maximum fiir x =1 und y ="1.
Esist P(1]1).
) Nebenbedingung:y = f(x) = V4 - x.
Zielfunktion: A(x) = x-V4 - x mit x<[0; 4].
. . _8 _2
Globales f;/\a;umum fir x=3 und y i
Es ist P(g‘ ﬁ)'
5 Radius des Wasserspeichers: r (in dm), Hohe des Was-
serspeichers: h (in dm).

Oberflacheninhalt: O =mnr2+2nr-h (in dm?).
Nebenbedingung: mr2-h =1000.

Zielfunktion: O(r) = mr2 + 2nr-% = 2 + 200
mit r=0.
Globales Minimum fir r= 31—0 und h= 31—0.

n n

Der Blechverbrauch ist minimal, wenn der Radius und die
Hcohe gleich grof sind, namlich r=h = % dm= 6,83dm.
b1

8 a) Kathetenldngen: a, b (in cm).

Flacheninhalt: A= %a b.

Nebenbedingung (Satz des Pythagoras): a2 + b2 = 100,
also b =1100 - a2.

Zielfunktion: A(a) = %a\/100 -a%= %\/100a2 - a4
0=a=10.

oy _1.1.200a-4a% _ o g =
A(a)—i'i‘m—o liefert a1—\/%—5\/§.

A(V50) = 25; Randwerte: A(0) = A(10) = 0; a,=V50 ist
also die Maximumstelle.

b, =V100 - 50 = a,. Beide Katheten missen also
ca.7,07cm lang sein.

L14 Grundlagen der Differenzialrechnung

Umfang: U=a+b +10.
Zielfunktion: U(a) = a + V100 - a2 +10; 0 =< a = 10.

AN a _ . _ _
U@ =1-F==1=0 liefert a, V50 = 5V2.

Die Kathetenlangen sind beim maximalen Umfang diesel-
ben wie beim maximalen Flacheninhalt.

b) Seitenldngen: a, b (in cm); b ist die Basis des gleich-
schenkligen Dreiecks.

Flicheninhatt: A=3-b-h=1-b-Ja2- () (incm?).

Nebenbedingung: 2a + b = 60.

Zielfunktion:

A(b)=1-b-1(30-8)" - ()" = 1-b-V900 - 306
mit 0 =b =30.

Globales Maximum fir b =20 und a = 20.

Der Flacheninhalt wird maximal, wenn das Dreieck
gleichseitig ist mit der Seitenldnge 20cm.

9 Grundseite der Pyramide: a (in m); Hohe: h (in m).

Volumen: V = %th (in m3).

Nebenbedingung: h2 + (%)2 =9 mit d=V2-a (Diagona-
5 2, (2)\2_ 2,8 _

le der Bodenfliche), also h? + (\/5) 9 bzw. h?+%-=9.

Zielfunktion: V(h) = 3(18 - 2h?)h = -2h3 + 6h

mit 0=h=3.

Globales Maximum fiir h=V3 und a=2-V3.

Der Rauminhalt des Zelts wird maximal wenn die Seiten-

lange der Grundflache ca. 3,46 m betragt.

Seite 36
(o]

10 Radius des Halbkreises: r (in m); Seitenldnge des
Rechtecks, die nicht 2r entspricht: y (in m).

Umfang: U=2r+2y+mr (in m).

Nebenbedingung: %Trr2 +2ry =45.

45 —%T[I’Z

Zielfunktion: U(r)=2r+2 r +TIr

=2r+ (4—r5—%nr) +Ir

45

=T (2
mit r>0.
45 45
2+% 2+5°
Der Umfang wird minimal, wenn der Radius ca. 3,55m

und die Seitenldngen des Rechtecks ca. 710m und 3,55m
betragen.

Globales Minimum fir r = und vy =

11 Preissenkung pro Ticket: x (in Vielfachen von 2,5€);
Anzahl der Passagiere: y.

Einnahmen: E=y-p=y-(30 - 2,5x) (in €), wobei p der
Preis pro Ticket ist.

Nebenbedingung: y = 150 + 20x.

Zielfunktion:

E(x) = (150 + 20x)- (30 - 2,5x) = -50x2 + 225X + 4500
mit 0 =x=12 und x&€N.

Globales Maximum fir x = 2,25.

Da x&IN ist, ist zu prifen, ob fir x =2 oder fir x=13
die Einnahmen maximal werden. Es ist E(2) = 4750 und
E(3) = 4725.

Die Bahngesellschaft ,Der Zug” sollte die Preise um 5€
senken, um maximale Tageseinnahmen zu erzielen.



14 a) Ist P(u|v) ein Punkt der Tunnelwand, so gilt
v =-0,5u2+ 4,5. Der rechte, obere Eckpunkt des Last-
wagens kann durch den Punkt Q(1,2]3,5) dargestellt
werden.

Mit dem Satz des Pythagoras folgt fiir den Abstand

dw=d(P; Q) =Y(1,2 - u)?+(3,5-v)?

=12 -u)2+ (35-(-0,5u2 + 4,5))2.
b) Zu minimieren ist die Funktion d mit 0 =u =3
(3 ist Nullstelle von f).
d(u) wird minimal, wenn
gu)=(12-u)2+(35-(-05u2+4,5))2
=0,25u* - 2,4u + 2,44
minimal wird. ,
Globales Minimum von g ist u = 2,4 = 1,34 mit
d(324) = 017.
Der Lastwagen kommt dem Punkt P(g\/2,_4|f(3\/2,_4)) am

nachsten und hat dort einen Abstand von ca. 17cm zur
Tunnelwand.

15 a) Aus der Definition der Geschwindigkeit v bei der

gleichférmigen Bewegung v =} folgt t=2.

Im oberen Medium ben&tigt das Licht fur die Strecke s,
mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit v, die Zeit t; = 3—:,

S

analog im unteren Medium t, = V—z Insgesamt bendtigt
2

i it T = .5

es also die Zeit T=t,+t, = Wy,

Mit dem Satz des Pythagoras folgt s, = \fdf +x2 und

d2 + x2 d? + (b - x)?
s [d2+ (o -0, also T -V N

2
b) Da sich das Licht auf dem schnellstmdglichen Weg
ausbreitet, ist ein Minimum der Funktion T gesucht.

. , 2X -2(b-x)
Ableitung: T'(x) = +
ftung: ') 2v1\!df+x2 2v2\/d§+(b—x)2
X b -x

B vq\[df +x2 vz\ldg +(b-x?
Der Ansatz T'(x) = 0 fiihrt auf

X b - x X b - x

W. ——— = .
vq\[df+x2 vz\/d§+(b—x)2 Vst Va$;

Mit sin(c) =2 und sin(B) = bs—;x folgt schlieBlich

Sq
sin(o) _ sin(B) sin(e) vy
Vi Vv oder sin(B) h V_z

Schulbuchseite 36
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Schulbuchseiten 50-52

Il Exponential- und Logarithmus-
funktionen

1 Die natiirliche Exponentialfunktion und die
Euler’'sche Zahl e

Seite 50
o o)

Einstiegsaufgabe

Da der Graph von f mit f(x) = 2% streng monoton wach-
send ist, kommt fiir den Graphen von f nur Graph A oder
Graph C infrage. Da f(0) = 29 =1 gilt, muss es sich um
Graph A handeln.

Auch die Steigung des Graphen von f nimmt standig zu.
Fur den Graphen von f' kommt also nur Graph C infrage.

Seite 51
(o} o
1 a) f'(x) =ex b) f'(x) = 3-ex
¢ f'(x) =% ex d) f'(x) = e* - 6x
2 a) f'(x)=7-e7x b) f'(x) =-0,2-e702x
c) f'(x)=6-e2x d) f(x)=-2-e™x
e) f'(x)=2x-e¥ f) f(x)=8-e2x3
g) f'(x)=-ex h) f(x) = -2x2-e3¢
) f(x)=-el-5 i) fx)=73-e5xT
k) f'(x)= (=4 +4x)-e 4x+2¢¥
) f(x)=5-(-3+3x2)-e3x+¥

3 a) f(x)=(x+1)ex b) f'(x) = (x - 2)ex

o) f'(x)=(x2+2x)ex d) f(x)=(x+1)ex-2x
e) f'(x) = (cos(x) +sin(x))-ex f) f(x)=(x2+2x-5)eX
g) f'(x) = (x4 +4x3)-ex h) f'(x) = -xex

4 Die beiden Graphen liegen symmetrisch zur y-Achse:
Wenn man den Graphen von f an der y-Achse spiegelt, so
entsteht der Graph von g und umgekehrt.

32 -1 912

Seite 52

(o} o
6 a)g() 3e72x-(1-2x)

b) F(t) = (2 + t - 4)-2-e2t+2
) h( )=e3u.(5e8u-6u +2)
)

d) f (x) = (3 - 4x - 3kx + 2kx?)- ek
e) g.(t)= (3 +4at+6at?) et
f) h'(x)=4-e2x % (-2x2 - x + 2)

L16 11 Exponential- und Logarithmusfunktionen

7 a) Der Graph von f gehért zu B, denn es ist der Graph
der nattrlichen Exponentialfunktion.

Der Graph von g gehort zu E, denn er entsteht aus

dem Graphen von f durch eine Verschiebung um -2 in
x-Richtung.

Der Graph von h gehért zu D, denn er entsteht aus dem
Graphen von f durch eine Verschiebung um 2 in y-Rich-
tung.

b) Zu A gehort k(x) = e*~2, zu C gehort 1(x) = ex +1.

8 a) Der Graph von g entsteht aus dem Graphen von f
durch eine Spiegelung an der x-Achse und eine Spiege-
lung an der y-Achse oder kurz: durch eine Punktspiege-
lung am Ursprung.

b) Der Graph von g entsteht aus dem Graphen von f
durch eine Streckung mit dem Faktor 2 in y-Richtung und
anschlieffend eine Verschiebung um -3 in y-Richtung
(also um 3 nach unten).

c) Der Graph von g entsteht aus dem Graphen von f
durch eine Verschiebung um 1 in x-Richtung (also um

1 nach rechts), eine Streckung mit dem Faktor 3 in
y-Richtung und schliefilich eine Verschiebung um 2 in
y-Richtung (also um 2 nach oben).

d) Der Graph von g entsteht aus dem Graphen von f
durch eine Spiegelung an der y-Achse, eine Verschiebung
um 2 in x-Richtung (also um 2 nach rechts), eine Stre-
ckung um 4 in y-Richtung und schliefilich eine Spiegelung
an der x-Achse.

9 a) Wahr. Es gilt e*>0 fir alle x.

b) Falsch. Die nattirliche Exponentialfunktion ist an

der Stelle 0 definiert. S(0|1) ist der Schnittpunkt ihres
Graphen mit der y-Achse.

¢) Wahr. Es gilt f'(x) =eX+ 0 fiir alle x.

d) Wahr. Es gilt eX— 0 flir x — -oo.

e) Falsch. Wiirde sich der Graph der nattirlichen Expo-
nentialfunktion der Geraden x = a anndhern, so wiirde
eX gegen unendlich streben fiir x — a. Das ist aber nicht
der Fall, denn e strebt gegen e?.

10 Tangentengleichung y = f'(2)-(x - 2) + f(2) = e2x - €%
Schnittpunkt mit der x-Achse: N(1]0). Schnittpunkt mit
der y-Achse: S(0]-e2).

1"
n 1 10 100 1000 10000
(1+2) 2 | =259 | =27048 | =2716924 | =2,718146
n 100000 | 1000000 | 10000000 | 100000000

(1+3)
Auf sieben Dezimalen ist e = 2,7182818; es kdonnten
aber auch Rundungsfehler vorliegen.

=2,718268 | ~2,7182805 | =2,7182817 | = 2,7182818

13 f(x) = €3, 100. Ableitung: f(100)(x) = 3100. @3x,
g(x) = e™% 100. Ableitung: g(109(x) = (-1)100- ex—eX
) =

h(x) = x-e* 100. Ableitung: h(19)(x) = (x + 100)-e



14 a) Fir eine beliebige Exponentialfunktion g mit

g(x) = ax gilt
) = fig BXFN 800 arh - ax
g0 = lim, o thO h
=hli£>n0a (ah -1) = ax. '.Imo _g( )- g(O)

Es ist also g'(x) proportional zu g(x) mit Proportionalitats-

faktor g'(0).

Speziell fir die Basis e ist dieser Proportionalitatsfaktor 1.

Fur f(x) = e* giltalso f'(x) = f(x), denn f'(0) =
Die Ableitungsfunktion von f stimmt mit f Gberein.
b) Individuelle Losung, z.B.: Fir h(x) = e2x gilt
h'(x) = 2-e2x = 2-h(x).

15 a) Tangentengleichung in A(ul|ev):
y=Ff(u)-(x-u)+f(u)y=e'-(x-u)+ev=eu-(x-u+1).
Schnittpunkt mit der x-Achse: N(u - 1]0).

Zum Punkt A(uleY) des Graphen der nattirlichen Expo-

nentialfunktion f konstruiert man die Tangente an den

Graphen von f mit Zirkel und Lineal wie folgt (Koordina-

tensystem und Langeneinheit 1LE sind gegeben):

(1) Man zeichnet eine Parallele zur y-Achse durch A. Der
Punkt P ist der Schnittpunkt dieser Parallelen mit der
x-Achse.

(2) Man stellt am Zirkel die Einheitslénge 1LE ein und
zeichnet einen Kreis mit Radius 1LE um P.

(3) Der Schnittpunkt dieses Kreises mit der x-Achse, der
links von P liegt, ist der Punkt N.

(4) Die Gerade durch N und A ist die gesuchte Tangente.

b) Die Gerade mit Gleichung y = ax ist eine Ursprunge-

rade, die den links gekriimmten Graphen der nattirlichen

Exponentialfunktion in hochstens zwei Punkten schnei-

den kann.

- Fur a=-e istdie Ursprungsgerade mit der Gleichung
y = ex eine Tangente an den Graphen der natrlichen
Exponentialfunktion. Sie schneidet diesen in genau
einem Punkt, namlich A(1|e) (vgl. Teilaufgabe a)).

- Fur 0 =a<e schneidet die Ursprungsgerade mit
der Gleichung y = ax den Graphen der nattirlichen
Exponentialfunktion in keinem Punkt, da die Gerade
unterhalb des Graphen verlauft.

- FiUr e <a schneidet die Ursprungsgerade mit der
Gleichung y = ax den Graphen der natirlichen Ex-
ponentialfunktion in genau zwei Punkten B, (b,|eb)
und B, (b,|eP2), wobei 0<b,<e<b, gilt

- Fir a <0 schneidet die Ursprungsgerade mit der
Gleichung y = ax den Graphen der natirlichen Ex-
ponentialfunktion in genau einem Punkt.

2 Exponentialgleichungen und natiirlicher
Logarithmus

Seite 53
(o]

Einstiegsaufgabe
e*=2 => x=0,7
e*=05 = x=-0,7
ex=1 = x=0
ex=35 = x=1,25

Schulbuchseiten 52-54
o

Seite 54

c)1=e0

5 1
f) Ve = es = 02

1 _ 1
1 a) E=e 1 b)?=
d) Ve = e2 =05 e)z—i=e3
2 a) e*=15 = x=1In(15) = 2,708
b) e2*'=24 = z=In(24)-1=-0125
) e2x=7 = x=3:In(7) = 0973
d) 3-e*1-162 = y=7-(In(54) - 1) = 0172
e) 4-ex=10 = x=-In(2,5)~-0,916
f) e#*-2=3 = x=4-1In(5) = 2,391
g) 2:e6732=10 = z=-2-1-In(5) = 1464
h) 3+2-e342=9 = a=2-1In(3)= 0475

3 a) ln(e)=1 b) In(e3) =

0 (1) = d) In (\/—)=%
e)4ln(V€)—1 f) c-In(e?) - 2¢

g In(%)--2 h) In(e®1) =b-1

) In(el)=-2 D inle-Ve)-4

k) In(e3* 1) =3x-1 D In (é-e) =1-z

4 a) en®W=4 p)en02=02 ) eh@V=3+1
d) 8en(d) = 2x e) %e‘”(”) =9 f) en@x-1=2x -1

5 a) ex=e = x=1
b) e 5=1 = x=—%
3} ezx=%$x=—%
d) ex‘1=\/€:>x=%
e) e“‘z=%=>z=
f) e2t5-VYe=b- %
g) e 8=1 a—§ 16

h) 2-e7x3 =4e <:>e7X3—\/e_=> x=%

N[

6 a) f()=3 & e%t=3 = t=2-In(3)=2,2.

Nach ca. 2,2 Tagen gibt es 3 Millionen Bakterien.

b) Der Zeitpunkt t mit f(t) - f(0) = 5 ist der Zeitpunkt, zu
dem die Bakterienanzahl seit Beobachtungsbeginn um

5 Millionen zugenommen hat.

9 a) f(x)=ex-2-exeX=0 & e-(2-e9=0
= x=1n(2) =0,693

b) f(x)=e*-9-x2-e*x=0 @ e*(9-x)=0
= X1=3, X,=-3

c) f(x)=e2x-2-e*=0 & e*-(ex-2)=0

= x=1n(2) =0,693

d) f(x .

= x=2In(9) = In(3) = 1,099

e) f(x) = x2-e5x—5x2=0 & x2:(e%*-5)=0

= %,=0, X, = 2ln(5) = 0,322

f) f(x) = 9xe" 55— 455 -

& 9e % (x-5)=0 = x=5

g) f(x)=12e2x-e2x-2x?=0 & 2e2*:(6-x?) =0
= x=V6, x,=-V6

II' Exponential- und Logarithmusfunktionen L17



Schulbuchseiten 54-55

h) f(x) =e?*-ex?2=0 & e*-(eX-e?)=0 = x=2
i) f(x) =x2e3*+(x-6)e3*=0 & e3*-(x2+x-6)=0
= X;=-3, X,=2

Seite 55
o

10 a) f(x)=x-e% f'(x)=(x+1)-e*
fX)=Kx+1)-eX=0 = x=-1 P(—’I| %)
b) f(x) =x2-e2% f'(x) = 2xe2*-(1+x), f'(x)
oder x,=-1, also P,(0]0) und P2<-1

¢ f(x)=(x-2)-e% f(x)=e*(3-x),

11 a) h(6)=0,02-e%%=04 = k= ln(20) 0,50

b) h(t)=0,02-e05t=3 = t=2- ln(150) 10; nach ca.
10 Wochen ist die Pflanze 3m hoch.

¢ h'(t)=0,01-e%t=03 = t=2-In(3) = 68. Nach
knapp sieben Wochen ist die momentane Anderungsrate
0,3m pro Woche.

d) h(t+1)-h(t) =043

12 a) v(t) =25-(1-e 919 =2 = t=-10-1n(0,2) = 16,1.
Nach ca. 16 Sekunden betragt die Geschwindigkeit des
Steins 27

b) V'(t) =0,25-e%'t > 0 fiir alle reellen Zahlen t. Somit
ist die Funktion v monoton wachsend. Die Geschwindig-
keit des Steins nimmt standig zu.

¢) Im Sachzusammenhang beschreibt die Lésung der
Gleichung ,v(t +5) - v(t) = 0,05" den Zeitpunkt t, ab dem
die Geschwindigkeit des Steins in den folgenden fiinf Se-
kunden um 57 zunimmt.

d) v(t+1) -v(t)=013

v(t+1) -v(t)=25-(1-e0%)-e01t=013

0,13 .
= t=-10-In <m> = 6,04; in der 7. Sekunde
nimmt die Geschwindigkeit um 0,137 zu.
e) V'(t)=025-e701t=0,026 fur t=-10-ln(0,104) = 22,6.
Nach knapp 23 betragt die Beschleunigung 2,62—";.

13 a) et @ = (eln(z))4
b) e3 In(a) (e ) - a3
0) e = (eh®)7 = 92 =3

d) e0s ln(4b) (eln(4b> (4b)°5 =2. ‘/—
e) eZ~ln(3x) - (eln(3x)) (3X)2 =9x2

f) ecn(x? = (eln(xz))c - (X2)C = x2¢

=24-16

14 a) e?*-11-eX+30=0

Substitution: u =eX

u?-Mu+30=0 = u,;=5 uU,=6

Ricksubstitution: u,;=5=¢e% = x,=In(5) = 1,609.
=6=e% = X,=In(6)=1792

b) e2¢ -e¥ -6=0

Substitution: u = e*.

u?-u-6=0 = u;=3, u,=-2

Riicksubstitution: u;=3=e¥ = x,=+\ln(3) =1,048;

x, = -\In(3) = -1,048.

u, = -2 =e* ist nicht losbar.

) e¥-9e*=0 & e2X=9 @ e*=3 = x=1n(3)
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d) B2-1=2-ex & 15-e=2-e2 & 2e2+eX-15=0
Substitution: u =eX

202+u-15-0 = u;=32, Uy=-3

Ruicksubstitution: u1=%=eX = x=1In(2,5) = 0,916.

u, =-3=eX ist nicht Gsbar.

e) 77=5 & (en?)"=en@x=5 = x=1-=~0,827

f) 3¥2-3-7 & 3-(9-1)-7 & 3*=-;
eln( X=*—0875 Mz

g) 42— 645270

Substitution: u = 4x

u?-6u-27=0 = u,;=9 u,=-3
Rucksubstitution: u,;=9=4* = x=1log,(9) =
u, = -3 =4* ist unldsbar.

h) 12 + 5% =25% & 52x-5x-12 =0
Substitution: u = 5%
u?-u-12=0 = u,;=4, u,=-3 @
Rucksubstitution: u; =4 =5 = x = logs(4) = 1 5) = 0,861,
u, = -3 =5% ist unldsbar.

5

15 a) f() 4x = gln@x, f() n(4)-en@x = |n(4)- 4%
b) f(x)=3-2X-5=3.-en@x -5,
f(x)=3-In(2)-2x=1n(8)-2

C) f(X) =72x - 3x = eln(7)-2x — eln(3)x;

f'(x) =2l (7)-72* - In(3)-3%* = In(49) - 72* - In(3) - 3*
d) 1’-( ) 2 X+ )X =@ -In(2 )x+eln(2)x;
f(x)=-n(2)-27*+1n(2)-2

18 Zu In (é) =In(a) - In(b):

n(a)
Es gilt en(5) =2 - £ - eln@-in(o)

Somit gilt In(e"()) =In(g) = In (e
Zu n(a¥) = x-In(a):

Es gilt en@) = gx = (eln@)* =
Somit gilt In(en@) = n(a¥) = ln (e‘”(a)x) =n(a)x = x-n(a).

@-®) = [n(a) - In(b).

19 Die Tangente im Punkt P(ule™Y) des Graphen von f
hat die Gleichung t:y = f'(u)-(x - u) + f(u), also
tty=-eU-x+eu-(u+1).

Diese Tangente schneidet die x-Achse in x=u+1 und
die y-Achse in y=e U (u +1).

Der Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks, das die
Koordinatenachsen mit der Tangente bilden, betrdgt also

Au) = %-e‘“-(u +1)2 (Zielfunktion).
Es gilt A'(u)=5-eY-(1-u?), A"(u) = %-e‘“-(u2 -2u-1).

Maximum des Flicheninhalts: A'(u) = %-e‘“-(1 -u?)=0
= u = +1. Danach Aufgabenstellung u > 0 ist, folgt
u="1

Uberpriifung von u=1: A"(1) = —% <0. Bei u=1 liegt
also lokales Maximum vor. Da nur eine innere Extrem-

stelle vorhanden ist, muss es ein globales Maximum sein.
Alternativ kann man auch die Rander untersuchen: Fiir

u— +oo gilt A( )— 0 und fir u— 0 gilt A(u) > ;
Da A(1) = f>f gilt, liegt ein globales Maximum vor.
Der gesucht Punkt ist somit P<1 ‘ e).



3 Exponentialfunktionen und ihre Graphen
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Einstiegsaufgabe

(A)Vermutung: f(x) = 0 fir x » -0 und f(x) > +
flr x > +oeo.

(B)Vermutung: g(x) —» 0 flir x — +o. Man kénnte
auflerdem aufgrund des Verlaufs des Graphen vermuten,
dass g(x) > +oo fiir x — —co gilt. Es muss aber

g(x) > 0 fir x » - gelten, da der Funktionsterm er-
kennen ldsst, dass der Graph symmetrisch zu y-Achse ist.

Seite 57
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1 a) f(x)=2x-e2x f'(x)
Mogliche Extremstellen: f'(x) =
Losung: x = 0.

Uberpriifung: f(0) = -4 < 0, also Maximumstelle.
Esist f(0) =-1, also H(0|-1).

b) f(x) = e3*-6x, f'(x)=3e3*-6, f'(x) =9e3x
Mbdgliche Extremstellen: f'(x) = 3e3*-6=0.

-2 =0231.

Uberpriifung: (% ln (2)) =18 > 0, also Minimumstelle.
Esist f(3In(2)) =2-2In(2) = 0,614,

also T(% n@2]2-21n (2)) ~T(0,231]0,614).

o f(x)=x-eX f(x)=(1-x-e> f'(x)=(x-2)-eX
Mogliche Extremstellen: f'(x) = (1-x)-e™>=0.

=2- ZX, f'(x) = 42X
-2e2x=0.

Losung: x

Losung: x ="1.
Uberpriifung: f'(1) = -e™ < 0, also Maximumstelle.
Esist f(1)=2; H(1|2) =H(110,368).

d) f(x) =x2-e2x f'(x)=2x-(1+x)-e2x

f'(x) = (2 + 8x + 4x2) -2,

Mdgliche Extremstellen: '(x) = 2x-(1+x)-e2x = Q.
Losungen: x,=0, x,=-1.

Uberpriifung: f(0) =2 > 0, also Minimumstelle;
f'(-1) = (-2)-e2<0, also Maximumstelle.

Esist f(0) =0, also T(0|0); f(-1) == = 0,135, also
H (—1 |%5) =H(-110,135).

e) f(x)=x-eX f'(x)=(1+x)-e f'(x)=(2+x)-eX
Mogliche Extremstellen: '(x) = (1+x)-eX=0.
Losung: x = -1.

Uberpriifung: '(-1) =e™> 0, also Minimumstelle.
Esist f(-1) = -2, also T(-1]-2) =T(-1]-0,368).
f) f(x)=(x2-3)-ex f(x)=(x2+2x-3)-eX

f'(x) = (x2 + 4x - 1)-eX

Mogliche Extremstellen: f'(x) = (x2+2x - 3)-e*=0.
Losungen: x, =1, x,=-3.

Uberprufung f'(1) = 4e > 0, also Minimumstelle;
f(-3) = 3 <0, also Maximumstelle.
Es ist f( )= -2e, also T(1|-2e) =T(1|-5,437);
f(-3) =L = 0,299, also H (—3 %) =~ H(-30,299).

g) flx > 762 -2¢% f/(x) = e2x - 2ex, f'(x) = 22 - 2e”

Mdgliche Extremstellen: f'(x) = e2x - 2ex=e*-(e*-2) = 0.

Losung: x = [n(2) = 0,693.
Uberpriifung: f'(In(2)) = 4 > 0, also Minimumstelle.
Esist f(In(2)) = -2, also T(In(2)|-2) =T(0,693|-2).
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h) f(x)=ex+eX f(x)=eX-eX f'(x)=eX+eX
Mogliche Extremstellen: f'(x) =e*-e™*=0

& e2x-1=0.

Losung: x = 0.

Uberpriifung: f(0) =2 >0, also Minimumstelle.
Esist f(0) =2, also T(0]2).

i) f(x)=-e3%x+eX f(x)=3e3%x-eX

f'(x) = -9e 3x + X

Mogliche Extremstellen: f'(x) =3e3*-e*=0
& 3e2x-1=0.

Losung: x = —%~ n (%) =In (\/§) = 0,549.

Uberpriifung: ' (In (V3)) = —% <0, also Maximum-
stelle.

2 a) f(x) > 0 fir x = +o0; f(X) = +o0 flr x > -
b) f(x) = 0 fir x = +o0; f(X) > -0 fir x — -
c) f(x) >0 fir x = +o0; f(x) > —o0 flir x — -0
d) f(x) > +oo flr x > +oo0; f(x) > 4 flir x > -0
e) f(x) > 2 fir x > +oo; f(x) > +e0 flir x > -e0
f) f(x) > - fir x = +o0; f(x) > 3 fir x = -0
g) f(x) > 0 fir x > +o0; f(x) > +o0 fiir x > -co
h) f(x) = +eo fir x = +oco; f(x) =1 flr x = -0
i) f(x) > +oo flr x = +o0; f(x) > -1 flr x > -0
j) f(x) > 0 fir x = +o0; f(x) > -0 filir x > —oo
k) f(x) > 0 fir x > +o0; f(x) > +c0 flr x > -
) f(x) > -4 fur x > +o0; f(x) > +o0 flr x > -0

3 Kartchen 1 gehdrt zu C, denn fir die Funktion f mit
f(x) =x*-e> gilt f(x) > 0 fir x = +o und f(x) =0 fur
alle x.

Kartchen 2 gehort zu A, denn fir die Funktion f mit

f(x) =x3-ex gilt f(x) > 0 fir x > - und f(x)<0

fir alle x <0.

Kartchen 3 gehdrt zu D, denn fiir die Funktion f mit

f(x) =x>-e7* gilt f(x) > 0 fir x > +c0 und f(x)<0
fir alle x <0.

Zu B gehort z.B. der Funktionsterm f(x) = x2-eX, denn es
gilt f(x) > 0 fiir x > -0 und f(x)= 0 fiir alle x.

4 a) f(-x) =f(x) = achsensymmetrisch zur y-Achse
b) f(-x) = -f(x) = punktsymmetrisch zum Ursprung
¢) f(-x)=-f(x) = punktsymmetrisch zum Ursprung
d) weder achsensymmetrisch zur y-Achse noch punkt-
symmetrisch zum Ursprung

e) f(-x) =f(x) = achsensymmetrisch zur y-Achse

f) f(-x)=f(x) = achsensymmetrisch zur y-Achse

5 a) f(t)=e2t-4et f'(t)=2-e2t-4et,

f'(t) = 4-e2t - 4et, f"(t) = 8-e2t - 4et

Mégliche Extremstellen:

f(t)=2-e2t-4et=0 & 2-et-(et-2)=0.

Losung: t=1n(2).

Uberpriifung: f(In(2)) = 8 > 0, also Minimumstelle,
Esist f(In(2)) = -4, also T(In(2)|-4) = T(0,69]-4)
Mégliche Wendestellen:

f'(t) =4-e2t-4et=0 — 4-et-(et-1)=0.

Losung: t=0.
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Uberpriifung: f”(0) = 4 + 0, also Wendestelle.
Esist f(0) = -3, also W(0]|-3).

Gleichung der waagerechten Asymptote: y = 0.

b) f(x) =3 +x-e 02x

f'(x) = e 92x-(1-0,2x), f"(x) =0,2-e792x-(0,2x - 2),
f”(x) = 0,04-e792x-(3 - 0,2x)

Mogliche Extremstellen:

f(x) = e 02x-(1-0,2x) = 0.

Lésung: x = 5.

Uberpriifung: '(5) = —Oé—z <0, also Maximumstelle.
Esist f(5)=3+2, also H(5]3+2) = H(5]484).
Mogliche Wendestellen:

'(x) = 0,2-€792%-(0,2x - 2) = 0.

Lésung: x =10.

Uberpriifung: ”(10) = % + 0, also Wendestelle.
Esist £(10)=3+19, also W(10[3 +13) =w(10]435).
Gleichungen der waagerechten Asymptote: y = 3.
c) f(x)= x-e‘%x, f'(x) = e 7x- (1 - %x),
f(x) = %-e‘%x- (%x - 2), f7(x) = %-e‘%"- (3 - x)
Mégliche Extremstellen:

f'(x) = e 3x- (1 - %x) = 0.

Losung: x = 2.

Uberpriifung: "(2) = —;—e <0, also Maximumstelle.
Esist f(2)=2, also H(2|2) = H(210,74).
Mégliche Wendestellen:

f"(x) = %-e‘%x- (%x - 2) = 0.

Losung: x = 4.

N[=

Uberpriifung: " (4) = 4%2 + 0, also Wendestelle

Esist f(4) =2, also W(4]Z) =W (4105
Gleichung der waagerechten Asymptote: y = 0.
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8 a) (A) f(x) =x2-e* istals Funktionsterm nicht mog-
lich. Ansonsten wére f'(x) = x-e*-(x + 2). Mdgliche
Extremstellen dieser Funktion sind 0 und -2 < 0. Der
abgebildete Graph hat aber einen Hochpunkt bei a > 0.
Alternative: Fir die Funktion f mit f(x) = x2-e* wiirde
gelten: f(x) > 0 fir x > - und f(x) > +o fiir
X — +oo. Wirde der abgebildete Graph dieses Verhalten
auflerhalb des gezeichneten Bereichs noch aufweisen,
so musste der Graph im Bereich x >0 noch einen Tief-
punkt und im Bereich x <0 noch einen Hochpunkt ha-
ben. Beides trifft fir den Graphen von f mit f(x) = x2-eX
jedoch sicher nicht zu, da f nur zwei Extremstellen hat
(s. 0.).

(B) f(x) = x3-e7* ist als Funktionsterm nicht moglich,
da in diesem Fall f(x) <0 firalle x <0 gilt; der Graph
misste fur x <0 also unterhalb der x-Achse liegen. Dies
ist nicht der Fall.

(C) Die Ableitungsfunktion f" hat bei x =0 einen Vorzei-
chenwechsel von - nach +. Also ist x =0 keine Extrem-
stelle von f'.

(D) Aus dem Hochpunkt H(a|f(a)) des Graphen von f
ergibt sich, dass f' bei x =a einen Vorzeichenwechsel
von + zu - hat. Somit ist f"(a) = 0.

L20 Exponential- und Logarithmusfunktionen

b) Individuelle Losung, z.B.: f(x) = x2-e™ oder
f(x) = x4-e™

9 (A) Fir x — too strebt x2 gegen +o und damit

strebt auch eX* gegen + . Somit strebt e’ = é gegen
0 flr x —> £oo.

B) f'(x)=-2x-e™>, f'(x)=2e>*-(2x2-1)

Mégliche Extremstellen: f'(x) = -2x-e™>*=0.

Lésung: x = 0.

Uberpriifung: (0) = -2 < 0, also Maximumstelle.

Esist f(0) =1, also H(0]1).

(C) Esist f(x)>0 fiirallex. Da x=0 die einzige Ex-
tremstelle von fist und f(x) = 0 fir x — * oo gilt, ist
(0) ein globales Maximum und somit 0 <f(x) =1 fiir
alle xeR. Istumgekehrt 0 <b =1, soist x=In(b) =0,
also -In(b) = 0. Somitist x = \/— In(b) definiert und eine
Lésung der Gleichung e™* = b. Damit ist beW; und
folglich W, =]0;1].

(D) f'(x) =2e¥-(2x2-1),

f(x) = 4xe ¥+ (3 - 2x2)

Mbgliche Wendestellen: f'(x) = 2e™>*-(2x2-1) = 0.
Losungen: X1 = 1\/1;.

¥ - (A1) .8
Uberpriifung: f (’—f 2) t 5z *+ 0, also Wendestellen.
Es ist f(i \g) ez %, also Wendpunkte

Wi, (J—'\/Or_5 | 970'5)‘
(E) Esgilt f(-x)=e(¥?=ex*=f(x). Also ist der Graph
von f symmetrisch zur y-Achse.

10 a) x=1 und x =5 sind Extremstellen von f, da sie

Nullstellen von f" mit Vorzeichenwechsel sind.

- x =1 ist Minimumstelle, da ein Vorzeichenwechsel
von f" von - nach + vorliegt.

- x =5 ist Maximumstelle, da ein Vorzeichenwechsel
von f von + nach - vorliegt.

b) Der Graph von f hat an der Stelle x =2 die Steigung

1. Also ist an dieser Stelle der Steigungswinkel 45°.

c¢) Da y=-1 die Gleichung der waagerechten Asympto-

te des Graphen ist, ist d =1.

Der Graph von g mit g(x) = e-®*-9% entsteht aus dem

Graphen von h mit h(x) = e ** durch eine Verschiebung

um c in positive x-Richtung. Die Funktion h hat als Maxi-

mumstelle x = 0. Da g genau wie f die Maximumstelle

x =13 hat, gilt c=3.

Aus f(3)=a-d=1,5 folgt a=25.

Der Wert von b ergibt sich z.B. aus den Nullstellen von f:
F(1)=25-e (32120 = b=-1.In(2) - - 20

= 0,229.
Man konnte den Wert von b auch grafisch ermitteln. Der

Grafik entnimmt man naherungsweise f(2) = 1. Damit
wiirde sich ergeben:
f(2)=25-eb2 3 -1=1 = b=-In(4) =0,223.

1 f(t)=15-t-e 051+ 37
f(t) = (1,5 - 0,75t)-e 05t (1) = (-1,5 + 0,3751)-e 051+,
f(t) = (1125 - 0,1875t)- e 05t+1



a) Grafisch: Die maximale Temperatur betragt 40°C.
Rechnerisch:

Mogliche Extremstellen:

f(t)=(15-075t)-e %t*1=0 = t=2

Uberpriifung: f(2) = -0,75 < 0, also Maximum f(2) = 40.
Nach zwei Tagen ist das Fieber maximal mit 40°C.

b) Grafisch: Das Fieber geht nach ca. vier Tagen am
starksten zuriick.

Rechnerisch:

Mégliche Wendestellen:

f'(t) = (-1,5+0,375t)-e 051 =0 = t=4.

Uberpriifung: ”(4) =0,375-e~ 1+ 0, also Wendestelle.
Wegen f'(4)=(-1,5)-e <0 liegt ein Wendepunkt mit
maximaler negativer Steigung vor.

Nach vier Tagen geht das Fieber am starksten zurtick.

c) Grafisch: Man vermutet die waagerechte Asymptote
mit der Gleichung y =37 fiir t - . Langfristig ndhert
sich Sophies Temperatur 37°C an.

Rechnerisch: Es gilt 15-t-e %5%1 — 0 fir t — .
Somit gilt f'(t)=1,5-t-e 951+ 37 — 37 fir t — .
d) Grafisch: Legt man mit dem Geodreieck eine Tangente
an den Graphen von f im Punkt A(4|f(4)) an, so schnei-
det diese Tangente die Gerade mit der Gleichung y = 37
etwa bei t = 8. Die Ausgangstemperatur 37°C wird also
nach ca. acht Tagen erreicht.

Rechnerisch: Tangentengleichung fur t = 4:

y=F @) (t-4)+ @) F4)=-"2; f(4)=8+37

Somit gilt y = —%'(t— 4) +g+ 37 = —%t+%+ 37.

Die Tangente schneidet die Gerade y = 37 fir
—%t+%=0, also t=8.

Nach acht Tagen wird die Ausgangstemperatur wieder
erreicht.

e) f'(t)=(15-0,75t)-e 051 < 0 fiir t>2. Somit sinkt
das Fieber nach zwei Tagen standig.

f) Die Gleichung f(t+1)=f(t) - 0,2 beschreibt den Zeit-
punkt t, zu dem die Temperatur von Sophie am folgenden
Tag (d.h. in den folgenden 24 Stunden) um 0,2 °C sinkt.
g) Ansatz fiir Max’ Fieberkurve: g(t) = at-e-bt*1+37;

gt)=a-(1-bt)-ePt*1=0, also t= %.Wenn Max seine
hochste Temperatur frilher erreicht, so muss also b > 0,5
sein. Die maximale Temperatur ist % +37. Da sie bei
Max niedriger ist als bei Sophie, muss der Quotient %< 3
sein. Es kdonnte z.B. b =1, a=2 passen.
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12 a) (1) f(15) = 8: Im Jahr 2035 rechnet man mit tag-
lich 8000 Ubernachtungen.

(2)f'(25) =0 und f"(25) < 0: Im Jahr 2045 sind die tag-
lichen Ubernachtungszahlen maximal.

(3),f(27) - £(30) = 0,009": Zwischen 2047 und 2050
nimmt die tégliche Ubernachtungszahl um 9 ab.

b) (4)f'(t)<0 furalle t>25

(B)f(t) > 8 fir t— o

¢) Wegen (5) muss ¢ >0 gelten (sonst f(t) = o fiir
t — o) und folglich a-(t-b)-et— 0 fir t — oo.
Aus (5) und f(t) > d fur t— o folgt d =8.

Aus (1) ergibt sich f(15) =a-(15-b)-e 3¢+ 8 = 8. Also
folgt b =15.
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Aus (2) und f'(t)=a-e ct-(bc+1-ct) folgt

bc+1-25c=0, also 15¢c+1-25c=0. Somit gilt

c=0/1.

Esist f(27) -f(30)=a-12-e 27 - 3-15-e73 = 0,009 fir
0,009

= 1e 27 -15e3 = 0,151 (Vgl. (3))

14 a) h()=eat1=2 & a-(b-1)=1I(2);

h(2 =1 & e2ab-9=1 < a-(b-4)=0 & a=0 oder

b =4 Wire a=0, sowédre h(x)=1 fir alle x; das wider-

spricht h(1)= 2. Somitist b=4 und a='""2 und

h(X) - e%ln(2)~(4fx2).

b) Man kann den kompletten Berghang einsehen, wenn
man den Wendepunkt sehen kann. Man muss also die
Wendetangente mit der y-Achse schneiden; die Turmspit-
ze muss auf der y-Achse oberhalb von diesem Schnitt-
punkt liegen.

h(x) = e3n@-4-3) hyr(x) = (—%ln 2)x) -e3n@-(4-x7),

(0 = (3(n(@) 37 -3 () -e3n@-,

h"(x) = (-35(In(2)*x? + §(In(2))2x) - 3110 (447
Mégliche Wendestellen:

h'(x) = (2(1n(2)22x2 - 21n(2)) - €302 620 = g

= X2 = 500 = 1471

Da die Gerade mit der Gleichung y = 0 waagerechte
Asymptote ist und der Graph an der Stelle x =0 einen
Hochpunkt hat, muss der Graph mindestens zwei Wende-

punkte haben. Also miissen x, und x, Wendestellen sein.
Alternative:

4 1
h’”(ﬂ’zu?(z)) - t%ln (2)2 2”?(2) -e3"@-3 40, also Wende-

stellen.
Bestimmung der Wendetangente in W, (x,]h(x,)):

. , 3 212 4n@)-1
h"(xq) =h ( ZIn(Z)) - -5 e = -1,03895;
h(x;) = h (Vﬁ) - ()5 ~ 15084,

Gleichung der Wendetangente:
y=h"(x;) - (x = %) +h(x)

= _‘}%@).eng)—%.x + z.egln(Z)-%

= -1,03895x + 3,0567.
Die Wendetangente schneidet die y-Achse an der Stelle
x=0:
Yo = 2-€31@73 = 30567,
Die Berghohe ist h(0) = e3in@ =~ 25198,
yo - h(0) = e3"@. (2705 - 1) = 0,537.
Somit muss die Turmhdhe mindestens 53,7m betragen,
damit man von der Turmspitze den gesamten Hang
einsehen kann (die Augenhche ist hierbei in Hohe der
Turmspitze).

15 a) h(x) = 5x2e% h'(x) = (10x + 5x2)eX,

h”(x) = (10 + 20x + 5x2) e*

Mbogliche Extremstellen

h'(x) = (10x + 5x2)ex = 0.

Losungen: x,=-2, x,=0.

Uberpriifung: h"(-2) = -10e2 <0, also Maximumstelle;
h”(0) =10 > 0, also Minimumstelle.

Esist h(-2)=20-e2=2,71. Der Deich ist ca. 2,71m hoch
Uber dem Land dahinter.
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b) Mogliche Wendestellen: 17 a) Die Substitution u =ax fiihrt zu
h”(x) = (10 + 20x + 5x?) e = 0. 1.u-e Bei a>0 gilt mit x— e auch
Losungen: x;=-2+V2=-059, x,=-2-V2 ~-341. a ' &

Uberpriifung: Zwischen dem Hochpunkt und dem Tief- Nach dem Beweis von Seite 56 im Schulbuch folgt dann
punkt muss au'f dem Graphen ein Wgndepunkt vorliegen, lim (u-e)=0. Somit gilt auch

ebenso muss links vom Hochpunkt ein Wendepunkt U—+oo

vorliegen, da der Graph fiir x —» - eine waagerechte lim (1.u.e—u) = lim (x-e™®)=0.

Asymptote hat. Somit muss an den beiden méglichen Umeo ; xoree . . .
Wendestellen tatsachlich ein Wendepunkt vorliegen. b) Man erganzt die Tabelle von Seite 56 um eine weitere

X-@ X =
u— oo,

Esist h(=2-V2) =10-(3 + 2V2)-e-(2+V2) = 1 92 Zeile: vgl. Tabelle unten.

hs(lsz + ‘;5) -10- )(3 2\;—)+ ) ~ 0,955 ! Zeile (3) ergibt sich aus dem Hilfssatz von Seite 56. Nach

Die steilste Stelle (Anstieg) an der Meerselte liegt im der Folgeru?g In %elle (3) ergibt sich

Punkt W, (-2 -V2[10- (3 +212)-e-(2+12)) eX>1+x+5x2+2x3 firalle x> 0.

=W,;(-3,4111,92) ¢) Im Folgenden sei mit f,,(x) bzw. g, (x) der Funktions-

vor, der steilste Stelle (Gefalle) an der Landseite im Punkt term von f bzw. g in Zeile (n) der Tabelle unten bezeich-
(-2 +V2[10- (3 - 212) -e-22)) = W, (-0,5910,96). net. Die Zeilen ab n =4 sind in der Tabelle nicht darge-

c) Man kann die komplette Demhoberﬂache einsehen, stellt.

wenn man beide Wendepunkte einsehen kann. Der Funktionsterm von g in Zeile (4) der Tabelle ist

1

840 =T+ X+ 3x2+

Da die Landseite steiler ist, braucht man eine grofiere 2.0 3,1 4 ;
g X2+ 2x3 + 253 2x% denn dann gilt

Hohe, um sie einzusehen. Die Betrachtung der Meerseite

ist daher unnétig. g;(x) =1+x+ %xz + %x3. Das ist genau der Term g (x)
Wendepunkt Landseite: von Zeile (3).
W, (-2 +V2]10- (3 - 2V2) -e-(2-12)) Der Term g, (x) von Zeile (n) ist so gebaut, dass g/, (x)
~ W, (-0,58580,9551). der Term g,,_4(x) von Zelle (n =1) ist. Somit steht in
Gleichung der zugehorigen Wendetangenten: Zeile (n) g,(x) =1+x+5 x2 + ;x3 + 214x4 ot %x“,
try=h'(-2+12)- (x+2-12) +h(-2+12) denn dann gilt g/ (x) = ’I+x+1x2+ 134 e _xn-1
= [(1-V2)x + (7-5V2)]-10-e-(2-2) 206 (n =t
~ -2,3058x - 0,3956. Das ist der Term g,,_4(x) in Zeile (n =1). In Zeile (n-1)
Schnitt der Wendetangente t, mit der Geraden x = -2 wurde fir alle x>0 gefolgert:
durch den Hochpunkt: eX> T+ X +ax2+2x3 4 4 —_xn-1= g’ ().
= ) o) 2 6 (n - ! n
y=15-3V2)-10-e ~ 4,2160. Aus dem Hilfssatz von Seite 56 und (0) = g,(0) =
Hohe Uber der Deichspitze: ergibt sich jetzt
(5-3V2)-10-e"(2-¥2) - 20- -2 = 4,2160 - 2,7067 = 1,5093. 19,103, 1 1
. . . . eX>g (X) =1+ xX+5x2+ X3+ x4+ ...+ X"
Die Augenhdhe einer Person muss mindestens ca. 1,51m e 27 8% 24 n!
betragen, damit sie die Deichoberfldche auf der Land- fur alle x> 0.
seite und damit die gesamte Deichoberfldche einsehen d) Aus eX>1+x+ %x2 et 11) xn=T+ —xn folgt
kann. durch Division mit x"-1> 0 fir alle neN:
it O O s O N
16 f'(X)=ex'(1—i) =eX " (£—£+1> xn=1 7 xn=1 " xn=2 72 xn=3 "ttt (n =) X
X X2 37 %2 . .
o In dieser Summe strebt der letzte Summand gegen o fiir
Mdgliche Extremstelle: (x ) = ex-% xz =0. X — oo. Also strebt auch die ganze Summe gegen . Es
Losung: x=1. folgt £ e =1 @

Untersuchung der moglichen Extremstelle: (1) = 2e > 0,
also Minimumstelle. strebt also gegen 0 fiir x > +co flirallene [N

Esist f(1) =e, also T(1]e). :z,szd_eE Szl,)ltzfi‘tgicizon z=~x ergibtsich
Je nachdem, ob n -1 gerade oder ungerade ist, gilt
(_Z)n—1 e7Z=+% Zn—1 ez
Fir x = -oo gilt z=-x — +oo. Also folgt nach Teilauf-
gabe d)
+z""1.e72 — 0. Somit gilt auch xli_)m (xn-1-eX) = 0.

Tabelle zu Aufgabe 17 auf Seite 59

fo | f(0) | () g g(0) |g' Folgerung
©) ex 1 eX | 1+x 1 1 eX>1+x firalle x>0, denn f(0)=g(0) und f'(x)>g'(x) fir
alle x>0
2 e 1 e | 1+x+1x2 1 1+x eXx>1+x+ %xz fiir alle x>0, denn f(0)=g(0) und nach
§ ™) f'(x)>g'(x) furalle x>0
1 1 .
3)| e 1 ex 1+x+%x2+%x3 1 ‘I+x+%x2 eX>1+x+5x2+¢x3 fiiralle x>0, denn f(0)=g(0) und

nach (2) f'(x) > g'(x) furalle x>0
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18 a) Die Tabelle zeigt die Werte von

1+ % + % ot % fuir wachsendes n.
n 3 4 5 6
A+ +a 4.+ | 26667 | 270833 | 271667 | 271806
n 7 8 9 10

2,71825 | 2,718279 | 2,7182815 | 2,71828180

Da e =2,718281828459... ist, erkennt man, dass ab
n =10 bereits sieben Dezimalen Ubereinstimmen.
b) Fir n=50000000 ergibt sich mit dem WTR

(1+1)"= 2718281801, also eine Ubereinstimmung auf
sieben Dezimalen. Fiir n = 45000000 ergibt sich
(1 + %)n = 2,71827908, also noch keine Ubereinstimmung

auf sieben Dezimalen. Dabei treten allerdings Rundungs-
fehler auf. Man erhalt unterschiedliche Naherungen.

¢) Wie in Teilaufgabe a) beschrieben, néhert sich

1+ % + % +.+ % sehr schnell der Zahl e an. Man muss

fiir sieben Dezimalen nur bis n =10 rechnen. Allerdings
muss man zur Berechnung fiir n =10 bereits den Wert
fir n =9 berechnet haben. Man kann also nur schritt-
weise vorgehen. |

Dagegen nahert sich (1 + %) nur sehr langsam der

Zahl e an. Allerdings erhélt man durch Einsetzen von
hohen Werten von n (z.B. n =100000000) sofort einen
Naherungswert von e; man muss keine Vorgdngerwerte
berechnet haben. Mit dem Taschenrechner entstehen
dabei aber je nach dessen Leistungsfahigkeit hohe Run-
dungsungenauigkeiten.

4 Exponentialfunktionen mit Parameter

Seite 60
(o} o
Einstiegsaufgabe
Aus f,(0) = % + %(k +3) = %(k +4) ergibt sich fur
Graph A: %(k +4)=15, also k=-1.
Fur Graph B ergibt sich %(k +4)=2, also k=0.
Fur Graph C ergibt sich %(k +4)=25, also k="1.
Fur Graph D ergibt sich %(k +4)=3, also k=2.
Seite 61
(o} o

1 a) f,(x) =4eX-4x, f_,(x)=-2eX+2x
b) f5(2) =3e2-6, f,(3)=2e3-6

2 a) fy(x)=ex-3, f,(x)=eX+2, fy(x)=e*

b) Eine Erhdohung von a bewirkt eine Verschiebung des
Graphen nach unten.

¢) Fir x > - gilt f,(x) > -a. AuBerdem gilt

f,(0)=1-a.

Somit ergibt sich:

Graph A B C D
Wert des Parameters a 0 1 1,5 2

Schulbuchseiten 59-62
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d) f.(x) = e

3 Zur Funktion g gehort b = 0,5.
Zur Funktion h gehort b = -5.
Zur Funktion i gehort b = -e.
Zur Funktion j gehoért b = 0.

Zur Funktion k gehort b =0,1.

Zur Funktion | gehért b = —%.

4 a) g, (x)=2ke?kx g/ (x) = 4k2e2kx

b) g, (x) = 6kx-ek¥, g/ (x) = 6k-(1+ 2kx?)- ek’
0 g, () = kek g/ (x) = k2ekx

d) g, () = k-e?-(1+2x), g (x) = 4ke?*-(1+x)

5 a) (1) hy(2)=e?*=5 = b=1-In(5)

@h! () =bebs hl (0)=b =1

b) () hy(2)=2-e2°=5 = b=-3-1n(3)

(2 hp(x) = x-e7% h, (x) = (1-bx)-ex h, (0)=1 gilt
furalle beR.

) (Mhy(2)=(b?2-2)-e?2=5 = b=i\%+2

@) hp(x) = (b2 - x)-e% h(x) = (b? - x - 1)-eX
hi(0)=b2-1=1 = b=+\2

Seite 62
o} o
8 a) Die Graphen haben die Gerade mit der Gleichung
y = b als waagerechte Asymptote. Somit gehdrt b =-2
zu Graph A, b =2 zu Graph B, b =0,5 zu Graph C und
b=-05 zu Graph D.

b) Erhoht man b, so verschiebt sich der Graph nach oben
und nach rechts.
¢) Der Graph hat im Punkt P, (a|f,(a)) den Steigungs-

winkel 60°, wenn f, (a) = tan(60°) = V3 gilt. Wegen

f;(x) = exb folgt 22 =13 bzw. a=In(V3) + b. Somit

ergibt sich P, (ln (V3) +b|V3 + b)

9 f(t)=8-2ek f (t) = 2kekt

a) 8-2e3k=7 = k=1In(2) = 0,231

b) f (0)=2k=0,25 = k=0,125

o f (t) > 8 fir t= o; man erwartet langfristig
8000 Ameisen.

d) Die Losung t der Gleichung f, (t +1) - f (t) = 0,1 ist
ein Zeitpunkt, zu dem der Ameisenbestand in der Folge-
woche um 100 zunimmt. Die Lésung t der Gleichung
f'k(t) = 0,1 ist ein Zeitpunkt, an dem die momentane An-
derungsrate der Ameisenzahl 100 Ameisen pro Woche
betragt.

10 a) h;(x) = ec*x-(x +1). Die Steigung des Graphen
von h, im Ursprung betragt h’(0) = e.

b) Mit wachsendem c nimmt die Steigung des Graphen
von h. im Ursprung zu.

Daher gehort zu Graph A mit der geringsten Steigung im
Ursprung der kleinste Parameter c = 0. Analog gehort zu
B der Parameter ¢ = 0,5, zu C der Parameter ¢ =1 und
zu D der Parameter c =1,5.
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c) Alle Graphen haben einen Tiefpunkt bei x = -1.

Die Gerade mit der Gleichung y =0 (x-Achse) ist waage-
rechte Asymptote flir x — - co.

Alle Graphen verlaufen durch den Ursprung.

Alle Graphen haben einen Wendepunkt bei etwa x = -2.
Die Funktionswerte streben flir x — +c gegen co.

Eine Erhdhung von ¢ bewirkt, dass die Graphen im
Ursprung steiler werden. Der Tiefpunkt verschiebt sich
auf der Geraden mit Gleichung x = -1 in negative
y-Richtung (nach unten). Der Wendepunkt verschiebt
sich auf der Geraden mit Gleichung x = -2 in negative
y-Richtung (nach unten). Die Graphen werden in y-Rich-
tung gestreckt.

d) Ableitungen: h_(x) =eS*-(x +1); h’(x) = e (x +2)
Mogliche Extremstellen: h’ () =ec™-(x+1)=0

= x=-1

Uberpriifung: h’(-1) =e"> 0, also Minimumstelle.
h.(-1) = -ec", also T (-1]-ec).

11 a) f(x)=eX-kx f (x)=ex-k f (x)=

Mogliche Extremstellen: f, (x) =eX-k=0 = x=In(Kk).
Uberpriifung: f,(In(k)) =k > 0, also Minimumstelle.

£ (In(K)) = k-(1- 1 (K), also T, (In(k)|k-(1- t(K))).

Der Tiefpunkt liegt auf der y-Achse fur In(k) = 0, also
k=1

Der Tiefpunkt liegt auf der x-Achse fir

k-(1-1In(k)) =0, also k=e.

b) f(x) = (x - k)-exk f (x) = (x -k +1)-exK,

fo(x)=(x -k +2)-exk

Mogliche Extremstellen: f'k(x) =(x-k+1)-exk=0

= x=k-1.

Uberpriifung: f, (k 1) =e1>0, also Minimumstelle.
fu(k=1)=-e", also Tk(k 1 |——)

Der Tiefpunkt liegt auf der y-Achse fir k-1=0 — k="1.
Der Tiefpunkt liegt fiir keinen Wert des Parameters k auf
der x-Achse.

C) fk(x) - ex-(x—k+4) - exz—kx+4xl

fL(0) = (2x = k + 4)- @ -kxrix,

fr(x) = (2 + (2x - k + 4)2) - e loxrax

Mégliche Extremstellen:

fi(x) = (2x - k+ 4)-e¥ kb =0 = x =Tk -2,
Uberpriifung: f'k'(%k - 2) =
stelle.

fi (%k - 2) - (32, also Ty (%k - 2|e*(%'<*2)2).

Der Tiefpunkt liegt auf der y-Achse fir %k -2=0, also
k=4.

Der Tiefpunkt liegt fiir keinen Wert des Parameters k auf
der x-Achse.

d) g,(x)=eX-x+a, g (x)=eX-1, g.(x) = e
Magliche Extremstellen: g/ (x) =eX-1=0 = x =0.
Uberpriifung: g (0) =1>0, also Minimumstelle.
g,(0)=1+a, also T,(0|1+a).

Der Tiefpunkt liegt fiir jeden Wert des Parameters a auf

der y-Achse.
Der Tiefpunkt liegt auf der x-Achse fiir a =-1.

1 2 ..
e-(zk-2) > 0, also Minimum-
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e) g,(x)=(x-a)ex+1, g (x)=(x-a+1)eX
g.(x)=(x-a+2)e

Mbogliche Extremstellen:

g.x)=(x-a+1ex=0 = x=a-1

Uberpriifung: g (a-1) =e">0, also Minimumstelle.
g.(@a-10=-e31+1, also T,(a-1]-e*"+1).

Der Tiefpunkt liegt auf der y-Achse fir a = 1.

Der Tiefpunkt liegt auf der x-Achse fir a="1.

”

f) g,(0) =exa-e3x, g (x )=exra-ed g (x)=ex?
Mbogliche Extremstellen: g "x)=exta-e3=0

= x=3-a.

Uberpriifung: g (3 - a) = e3> 0, also Minimumstelle.
g,(3-a)=e3-(a-2), also T, (3 ale3-(a- 2))

Der Tiefpunkt liegt auf der y- Achse fir a=

Der Tiefpunkt liegt auf der x-Achse fir a = 2

g) hy(x) =xeb*+2 (b+0), hy(x) =eb*-(1+xh),

h, (x) = b-eP*-(2 + xb)

Mégliche Extremstellen: hy (x) = eP*-(1+xb) = 0

o oxe -l

Uberpriifung: h; ( ) b-e™ —<O. Fur b >0 ergibt

sich eine Minimumstelle, fiir b < 0 eine Maximumstelle.

hy(-1) = 2—5, also T, (-¢|2-55) (falls b>0) bzw.
Ho(-3]2 - 55) (falls b<0).

Der Tief- bzw Hochpunkt liegt fir keinen Wert von b auf

der y-Achse.

Der Tiefpunkt liegt auf der x-Achse fir b =

Der Hochpunkt liegt fiir kein b <0 auf der X~ Achse, da
dann 2-—>0 gilt.

h) hy(x) = bex b-x+b, h(x)=bexP-1 hi(x)=bexP
Mogliche Extremstellen: hy (x) =be*®-1=0

= x=b-In(b) (fir b =0 keine Extremstellen mdglich).
Uberpriifung: h; (b - In(b)) =1>0, also Minimumstelle.
hy(b - In(b)) =1+ In(b), also Ty (b - n(b)|1+In(b)) fir
b>0.

Der Tiefpunkt liegt fiir kein b >0 auf der y-Achse, da

x> In(x) furalle x>0 gilt.

Der Tiefpunkt liegt auf der x-Achse fir b =
i) hp(x)=-bx-e®*+b, h (x)=-b+be"
hg(x) = -p2.@-bx

Mogliche Extremstellen: h (x) = -b +be™®*=0 = x=0.

Uberpriifung: hy(0) = -b2 <0, also Maximumstelle fiir
b+0.

h,(0)=b -1, also H,(0|b-1) furb+0.

Der Hochpunkt liegt auf der y-Achse fiir alle b # 0.

Der Hochpunkt liegt auf der x-Achse fir b =1.

1
e’
bx,

12 f (x) =x-e™** (k+0),

f (x) = e (1-kx), f,(x) =k-ek*(kx-2),

f (x) = k2-e7 (3 - kx)

Mégliche Extremstellen: f'k(x) =e(1-kx)=0 = x =%
Uberpriifung: f, (%) = —5 <0 fir k>0, also Maximum-
stelle; f;(' (%) = —g >0 fur k<0, also Minimumstelle
fk(b =&, also Hk< ‘ ) fur k>0 und Tk< ) fur
k<o0.



Mégliche Wendestellen:

fox) =k-e*(kx-2)=0 = x= %

Uberpr[jfung' fo (Z) =
2 2

fi(§) = ezk’ also Wk( eZk)'

13 f (t)=10t-e7*t, f (t) =10e k(1 - k),

fo(t) = 10kekt-(kt - 2), f,"(t) = 10k2e7kt-(3 - kt)

a) Extremstellen von fy: fk( ) =10e7kt-(1-kt) = 0.
Losung: t = %

k—z + 0, also Wendestelle.

Uberpriifung: f;(' (%) = —M <0, also Maximumstelle.

Man liest aus dem Graphen ab: t=2, also k=0,5.

b) Die maximale Verkaufszahl ist f, (%) = ;% (in

100 E-Bikes). Sie betrégt 1000 E-Bikes, wenn

k_ =10 ist, also fur k=~

¢) Mbgliche Wendestellen. f (t) = 10ke k- (kt - 2) = 0.
Losung: t= g

Uberprufung f"'( )—1

Die monatlichen Verkaufszahlen nehmen im Monat 2 L am
starksten ab.

Das Zeitintervall von der Markteinfihrung bis zum Errei-
chen der maximalen monatlichen Verkaufszahl betrégt%

Monate.
Das Zeitintervall von der Markteinfiihrung bis zur stark-

sten Abnahme der Verkaufszahlen betragt % Monate, ist

also doppelt so lang.

d) Die Losung t der Gleichung f, (3 +t)=0,8-f (t) ist der
Zeitpunkt t, zu dem die monatlichen Verkaufszahlen im
folgenden Vierteljahr um 20% abnehmen.

Seite 63
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14 h,(x) =100a2x%e™2* (a > 0),

h’ (x) = 100a2e-2*(-ax? + 2x),

h.(x) = 100a2e 2(a?x? - 4ax + 2),

h."(x) = 100a3e 2(-a2x? + 6ax - 6)

a) Mogliche Extremstellen:

h(x) =100a2xe™@(2-ax) =0 = x;=0, X, =%
Uberpriifung: h;’(%) =100a2e72:(-2) < 0, also Maxi-
mumstelle; h;’( ) =200a2 >0, also Minimumstelle
h,(2) - 400e2 =% ~ 54134

Die Hohe des hOChsten Punkts der Bahn ist unabhangig
von a ca. 54,1Tm.

b) h;(x) =100aZxe3%(2 - ax) ist negativ fur x > %.
Also fallt die Bahn sténdig ab fur x > %

c) Die Auffahrt ist im Wendepunkt am steilsten.
Mégliche Wendestellen:
2+

h’(x) = 100a2e 2*(a?x? - 4ax +2) =0 = Xg,=""7"

a

1

Nur x3 = 2-¥2 kommt als Wendestelle in der Auffahrt in-
frage, da x5 < % und x, > % gilt und % die Maximumstelle
ist.
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Uberpriifung:

h;"<2 "—) =100a%e2-2(- (2-V2)*+6(2-12) - 6)
=-200-V2-t3e2-2 < 0, also Wendestelle.

(Alternative ohne Verwendung von h": Die Ableitungs-

funktion h’ mit h’ (x) = 100a?xe"2X(2 - ax) ist positiv fiir

0<x< % und h’(0) =h’ (%) = 0. Somit muss zwischen 0

und % eine Maximumstelle von h; vorliegen.)

Grofite Steigung der Auffahrt:

h (222 - 100a (2 - V2) V222

Die Steigung ist maximal 70 %, wenn

100a(2 - V2)V2e22<0,7 gilt.

Dies ist der Fall fir a = 002 a)vEeEe

17 g (x) =1-e7, q,(x) = 2kxe k¥,

q, (x) = 2ke (1 - 2kx?), g, (x) = 4k?xe **(2kx? - 3)
a) Die steilste Stelle liegt im Wendepunkt vor.
Mogliche Wendestellen: g, (x) = 2ke (1 - 2kx?) =

:>x12—+\/2_ (k> 0).
Uberpriifung: q'k"(W)

stelle.

Steigung im Wendepunkt: q, (\];k) = \/%_k <01

= k =0,005-e = 0,0136.

b) Die Augen von Ben bewegen sich auf der Geraden mit
Gleichung vy =117 (1LE entspricht 10m). Ben kann den
Kanal komplett einsehen, wenn er den Wendepunkt mit
negativem x-Wert sehen kann. Man muss also die Wen-
detangente mit der Geraden mit der Gleichng y = 1,17
schneiden.

R B
Wendetangente: x = \/:,

o)V (V) 11

Tangentengleichung:

ST S PO . Y

Schnitt der Wendetangente mit der Geraden mit der Glei-
chung y =117:

—\/%T‘X+’I—é=1,17 - x=—(é+0,17)~\/2§k.

Wenn Ben bei x = - (% + O,’I7> . ﬁ steht, kann er den

leeren Kanal komplett einsehen.

~ 0,015179.

-12 sze 2+ 0, also Wende-

18 a) Esist g,,(-x) = -ax-e” =-g,p(x). Also sind
alle Graphen von g, , punktsymmetrlsch zum Ursprung.
Alle Graphen haben wegen b >0 die waagerechte
Asymptote mit der Gleichung vy = 0.
b) g,,(x) = ax-ebx,
g, ,(x) =a(1-2bx?)-ebx,
g, ,(x) =a(-3+2bx?)-2bxe ¥,

a(-3 +12bx2 - 4b2x4)-2be ¢

8,pX) =
Mégliche Extremstellen: g/, (x) =a(1-2bx?)-e®¥=0

o 1-2bx2=0 = x1;2=t\/%.
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Uberpriifung:

g;b<\/%) -a(-3 +1)'2b\l21b.ef%= —2a-\/¥,

Fur a>0 liegtbei x= \/2% eine Maximumstelle vor, fir

a <0 eine Minimumstelle. Fir a =0 liegt die Nullfunk-
tion vor; dieser Fall wird nicht weiter untersucht.

g;b<‘\,%>=2a-\/%. Fir a<0 liegt bei x=—\/%

eine Maximumstelle vor, fiir a >0 eine Minimumstelle.

1) 2 AR - I
gab(* U%)'ia\bb € 2=t e

also Extrempunkt E(t\/%‘t\baﬁ)

Mogliche Wendestellen:
g'a'lb(x) =a(-3+2bx?)-2bxe™®¥=0 = x3=0

oder -3+2bx2=0 = x,5= i\l%.

Uberpriifung: g, (0)=-6ab+0 fir a+0, also Wende-
stelle.

"

g, b(ir \/?) =12abe"> fir a+0, also Wendestellen.
8,5(0) =0, also W,(0]0).

gab( \/7) \/; - 2ae3’
also W2;3<i\/21: t Za?’eg).

c) Eine Erhdhung von a bei konstantem b bewirkt eine
Streckung des Graphen in y-Richtung.

Eine Erhdhung von b bei konstantem a bewirkt, dass die
x- und y-Koordinaten der Extrempunkte beide betrags-
mafig kleiner werden, sie riicken ndher an den Ursprung
heran. Der Graph wird in x- und y-Richtung gestaucht.
Wenn beide Parameter erhoht werden, liegt zumindest
eine Stauchung des neuen Graphen in x-Richtung vor
(vgl. x-Koordinate der Extrempunkte). Ob auch eine
Streckung/Stauchung des neuen Graphen in y-Richtung
vorliegt, hdangt von dem Verhéltnis der Anderung bei der

y-Koordinate = ‘/2— ab.
d) Graph A hat im Ursprung die Steigung +1, also

g, ,(0) = a="1. Der Hochpunkt liegt bei \/2% =1,
also b = %

Graph B hat im Ursprung die Steigung +1, also

g, ,(0) = a="1. Der Hochpunkt liegt bei \/2% =0,5,
also b=2.

Graph C hat im Ursprung die Steigung +1, also
g'alb(O) = a =1. Der Hochpunkt liegt bei \/% = 0,25,
also b =8.

Graph D hat im Ursprung die Steigung -2, also

g, ,(0) = a=-2. Der Tiefpunkt liegt bei r 0,25,
also b =8.

19 f () =x-e> f (x)=1-ae
f(x) = -a2e?x

Mogliche Extremstellen:

! X = 1. 1
f,x)=1-ae*=0 = x= ln(a).

Uberpriifung: f (% ln (%)) = -a <0, also Maximumstelle.
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(o}
Es ist fa( % ln(%)) =X - e3 = gaX.(xe @ -1). Fur
X — +oo strebt xe 3% -1. gegen -1 und e?* gegen co.
Also strebt f,(x) gegen - oo. Flir x — - strebt eax
gegen 0, also strebt f,(x) = x - e3* gegen - o; genauer
nahert sich der Graph von f, der 1. Winkelhalbierenden
mit der Gleichung y = x an (man nennt die 1. Winkelhal-
bierende in diesem Fall eine schiefe Asymptote).
5 Die Umkehrfunktion
Seite 64
o} o
Einstiegsaufgabe
Die Kértchen, auf denen jeweils die Umkehraufgabe des
anderen Kéartchens steht, sind zu Paaren geordnet:
Ao, BoH CoOK DoOE FON GOM oL
und O & P.
Seite 65
(o} o
1 a) 1 y=x-45 b) 1.y =5x
2. x=y+45 2. x=7y
3. y=x+45 3. y=7x
4. F(x)=x+4,5 4. F(x) = 7x
)1 y=3x-4 d) 1 y=-5x+3
2. x=3(y+4) 2. x=-2(y-3)
3 y=%(x+4) 3 y——%(x—B)
4. F(x)=5(x +4) 4. F(x) = -3(x - 3)
2 a) 1. y=(4x-3)% D;=1[0,75; oo
2. x= % (\y +3) oder x—% (-Vy +3)
Da D;=[0,75; o] ist, gilt x = % (Vy +3).
3. y=7-(Vx+3)
4, f(x) = % (Vx +3)
b) 1. y=3-(x-12+3; D;=[1; 00
2. x=\/3y—9+1 oder x=—\/3y—9+1
Da Df [1; oo ist, gilt x =18y -9 +1.
=\3x-9 +1
4, ?( )=V3x-9 +1
C) 1'y=XIDf [0,00[
3
2. x=1y
3. y= 3\/;
f(x) = 3\/)?
3 a) Dy=[35 | b) D;=]04; oo
¢) Dy=R=|-o0; 3 d) D;=R =]-oo; oo
e) D= R\{3} f) Di=R\{3-In(5)}
Seite 66
(o} o

4 a) Die maximale Definitionsmenge ist D;= [0,4; oo].

y=1V5x -
1
2. x=§-(y2+2)



b) Die maximale Definitionsmenge ist D;= R\{3}.
2
1T y=3%
_3y-2
X=7y

3. y= 3xx—2

4 fx)=22-2-3-2

X X

¢) Die maximale Definitionsmenge ist D; = ]—oo;%[.
1. y=3-V-2x+1+2
2. x= —%-(y—2)2+%
3. y=-g5-(x-2)2+
4. F(x) = -5+ (x - 2)2

1
2
+

N[

6 a) (1) Esistz.B. f(0)=f(2) = 0. Zu dem Funktions-
wert 0€W; gibt es also zwei verschiedene x-Werte

aus [-1;3], die auf 0 abgebildet werden. Daher ist f auf
[-1; 3] nicht umkehrbar.

(2) Die Funktion f hat zwei Nullstellen im Intervall

[-1; 3]. Es gibt also zwei x-Werte aus [-1; 3], die auf 0
abgebildet werden. Daher ist f auf [-1; 3] nicht umkehr-
bar.

(3) Zum Beispiel fur y =1 gibt es zwei x-Werte aus

[-1; 3], die auf 1 abgebildet werden (x,=-0,9 und

X, = 0,5). Daher ist f auf [-1;3] nicht umkehrbar.

Schulbuchseite 66
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b) (1) fistauf [-1;1] undauf [1;3] umkehrbar.
2)fist auf [0;15], auf [-1;0] undauf [1,5 3] um-
kehrbar.

(3)fist auf [-1;-0,5] und auf [0,5 3] umkehrbar.

8 a) Der Graph kann sicher nicht zu einer auf R um-
kehrbaren Funktion gehdren. Zum Beispiel gibt es zwei
Nullstellen. Daher werden der 0 verschiedene x-Werte
zugeordnet.

b) Der Graph kann zu einer auf R umkehrbaren Funktion
gehoren. Jede Parallele zur x-Achse schneidet den Gra-
phen nur in genau einem Punkt.

c) Der Graph kann zu einer auf R umkehrbaren Funktion
gehoren. Jede Parallele zur x-Achse schneidet den Gra-
phen nur in genau einem Punkt.

9 a) y=—X2; D; = [0;00[, Wf=]—oo;O]
2. x=1-y oder x=-1-y. Da Ds = [0; o] ist, gilt

x=Vy.

3. y=ﬁ

4. f(x) = V=x

b) 1. y=x% D;=]-o0; 0]

2. x=1\y oder x=-1y. Da D;=]-o0; 0] ist, gilt
x=-1y.

3. y=—\/§

4. F(x) = -V

10 a) f'(x)=2-(2x+3)=4x+6. Esist f'(x)>0 furalle
x>-15. Also ist f auf [-1,5; + | umkehrbar.

b) f(x)=-5-e*** <0 und e 2¥>0 fiiralle xeR. Also
ist f auf R umkehrbar.

o f(x)=2x-e 2x+ (x2 +%) (-2)-e
= (—2x2+2x—%)-e‘2".
~2x2+2x-2=0 = x;=025 x,=0,75.

Esist -2x2+2x - % >0 und e 2x>0 fiir alle

x€]0,25; 0,75].

Somitist f'(x) >0 fiir alle x€]0,25; 0,75[. Also ist f auf
[0,25; 0,75] umkehrbar.

11 a) f'(x) =1,5x2>0 auf R\{0} und f'(0) =0. Somit
ist f streng monoton wachsend auf R und f auf R um-
kehrbar.

b) f(x)=8x3>0 auf |0; +o[ und f'(x)=8x3<0 auf
|-0; 0[. Somit ist f streng monoton fallend auf |- oo; 0]
und streng monoton wachsend auf [0; +[. Die Funk-
tion f ist umkehrbar auf ]|-oo; 0] und auf [0; + .

¢ f(x)=e*(x-1)>0 auf |1; +o[ und
f(x)=e™>-(x-1) <0 auf ]-oo; 1. Somit ist f streng
monoton fallend auf |-oo; 1] und streng monoton
wachsend auf [1; +o[. Die Funktion f ist umkehrbar auf
]-; 1] undauf [1; +].

d) f(x)=x2+2x-15=(x+5)-(x-3)>0 auf |-o; -5]
und |3;+oo[ und f(x) <0 auf |-5; 3. Somitist f
streng monoton wachsend auf |-co; -5] und [3; +oo|
und streng monoton fallend auf [-5; 3]. Die Funktion

f ist umkehrbar auf |-oo; -5], auf [-5;3] und auf

[3; +oo.
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e) fist streng monoton wachsend auf [—f +2] und
streng monoton fallend auf [2, +—] USW.

Allgemein ist f auf jedem Intervall
[(2k -1)-5; (2k+ 1)-%] (keZ) umkehrbar.

f) f(x)=3-e3*-6<0 auf ]—oo,-%ln(Z)[ und
f'(x) >0 auf ]%ln(Z) +00
fallend auf |-
auf [% IN(2); + oo [ Die Funktion f ist umkehrbar auf
]-oo; %ln (2)] und auf [%ln (2); + [

[. Somit ist f streng monoton

l(2)] und streng monoton wachsend

12 Tangente an G¢:

tey = F()-(x= ) +F(1) =3 (x=D+1=3x+7.
Umkehrfunktion von f: f(x) = x2 mit D = W; = [0; +co|.
Tangente an Gs:

try=F()-(x-D+F)=2-(x-1) +1=2x-1.

Der Steigungswinkel von t; ist o4 = arctan (%) = 26,6°.
Der Schnittwinkel mit der 1. Winkelhalbierenden ist
45° - o = 18,4°. Der Schnittwinkel von t; und t7 ist
@=2-(45° - o) = 36,9°.

(Alternative Berechnung des Schnittwinkels ¢:

@ = arctan(2) - arctan( ) 36,9°. )

13 (DFX)=Vx-3=(x-3) f(x)=2(x-3)2=
a) D¢= [3 oo, W = [0; +°°[
b) (=3 (- 3)3 - A=
streng monoton wachsend auf [3; +co[ und somit um-
kehrbar.

o 1 y=Vx-3

2. x=y2+3

3. y=x2+3

4. f(x)=x2+3

Di = W, = [0; +o0], W; = D; = [3; + o]

1
2-Vx -3

>0 auf |3; +oo[. Alsoistf

b) f'(x )=—'(2x—1)‘1=#>0 auf ]%;+oo[. Also

ist f streng monoton wachsend auf [f + oo[ und somit
umkehrbar

1 y= \/2x 1

2. x=2y2+%

3. y=2x2+%

4. %(x)=2x2+%
Ds =W = [0; +oo, W =Dy = [;+ o]

) = == (=2 F 0 =3 k=2 s
a) Dg=]1; +oof, We=]0; +oof
b) F(x) = -2 (x-1)2 = -————

ist f streng monoton fallend auf |1; + e[ und somit um-
kehrbar.

<0 auf ]1; +oo][. Also
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o 1 y=L
W -1
2.x = +1
y
3y=i+’]
4f() ot
=0; +cof, Wy =D¢=]1;+ o]
Seite 67
(o]

14 a) 5-Vt+1=1 = t=222-1=3284. Nach ca.

drei Jahren und zehn Monaten nach Markteinfiihrung ist
die jahrliche Verkaufszahl auf 11000 E-Autos gestiegen.

b) Mit der Umkehrfunktion f errechnet man den Zeit-
punkt, zu dem eine gegebene jahrlichen Verkaufszahl von
E-Autos erreicht wird. Genauer: Ist y > 5000 eine vorge-

gebene Verkaufszahl, so ist ?(ﬁ) der Zeitpunkt, zu

dem y Autos pro Jahr verkauft werden.
Bestimmung eines Funktionsterms von f:

1. y=5-t+1
2. t= (1) -1

3. Hier ist kein Variablentausch notig, da f keine
Funktion in Abhangigkeit von der Zeit t ist.

4 Fy) = (1) -1

c) Die Losung der Gleichung f(2y) - f(y) = 6 ist dieje-
nige jéhrliche Verkaufszahl y, die sich in den nachsten
sechs Jahren verdoppelt. Eine Frage ware also: ,Bei
welcher jdhrlichen Verkaufszahl verdoppeln sich die jahr-
lichen Verkaufszahlen in den nachsten sechs Jahren?”
Die Losung der Gleichung f(t+6) = 2-f(t) bestimmt
den Zeitpunkt, ab dem sich die Verkaufszahlen in den
nachsten sechs Jahren verdoppeln. Die gesuchte jahrliche
Verkaufszahl bestimmt man aus der Losung mit f(t) =vy.

15 Mit der Umkehrfunktion h von h berechnet man zu
einer vorgegebenen Grofie x den Zeitpunkt, an dem die
Giraffe die Grofie x erreicht. _

Bestimmung eines Funktionsterms von h = k:

1. x=8,5-10,01t + 0,04
2. t=100- (( ) 004)

3. Hier ist kein Variablentausch notig, da h keine Funkti-
on in Abhangigkeit von der Zeit t ist.

4. k(x) =100+ ((g5)” - 0,04) = 385-x? - 4

16 a) fist auf dem Intervall D =]1; o[ umkehrbar (ge-
nauso auf |-oo; 1))

Bestimmung eines Funktionsterms von f:
_ 1
1y =Gap

2. x=—"=+1 fiir D;=|1; o]

-

3.y +1

4, f(X) W +1

b) f(x) =x2+6x+9=(x+3)2 ist auf dem Intervall
D; = [-3; +oo| umkehrbar (genauso auf |-eo; -3]).
Bestimmung eines Funktionsterms von f:

1 y=x2+6x+9=(x+3)?

2. x=1y -3 fir Dg=[-3;+ |

II<|



3. y=1x-3

4. f(x)=Vx -3

c) f(x)=x2-2x=(x-12+1 ist auf dem Intervall
D; = [1; +oo| umkehrbar (genauso auf ]-oo; 1]).

Bestimmung eines Funktionsterms von f:
T y=x2-2x=(x-12+1

2. x=\y-1+1 fir D;=[1; +oo|

3. y="x-1+1

4. F(x)=Vx-1+1

19 a) Aus f(f(x)) = x folgt durch Ableiten von beiden
Seiten der Gleichung und nach der Kettenregel:
' (f(x) -f'(x) = 1. Somit folgt nach Division durch
f’ (?(x)) (beachten Sie, dass nach Voraussetzung f'(x) + 0

ilt): f'(x) = ———.
B0 700~ 7o)
b) Die Funktion g mit g(x) = Vx ist die Umkehrfunktion
der Funktion f mit f(x) = x2. Es gilt f'(x) = 2x.
Somit gilt f(x) = g(x) = Vx. Esist f(x)+0 fir alle
xe]0; ool.

1 1

Eac1h Teilaufgabe a) ist g'(x) = f'(x) = 7o) 2700
2.V

O R . S .
Da T2 X7 ist, stimmt das Ergebnis mit der Ablei

tung von g iberein, die nach der Potenzregel bestimmt
wird.

¢) Im abgebildeten Dreieck ist sin(d) = x, also

d = arcsin(x). Aus dem Satz des Pythagoras folgt

cos(d) = V1 - x2, also cos(arcsin(x)) = V1 -x2. Zu
f(x) = sm(x) ist f'(x) = cos(x) der Term der Ableltungs-
funktion. Fir D;= [—%,%] ist f(x) = arcsin(x) mit

D; = W, = [-1;1].

Somit gilt

A I T 1 1
arcsin’(x) = f'(x) = #(f)) cos(f(x) cos(arcsin(x) 1-x2°

Die Funktion arcsin ist bei -1 und +1 nicht differenzierbar,

ihre Definitionsmenge ist daher |-1; +1].

20 a) fist auf ganz R streng monoton wachsend, daher
auf ganz R umkehrbar. Die Umkehrfunktion ist f mit

3 .
¥(X)= \/3; fl:lr x_O.
—\/m fir x<0

b) fist auf ganz R streng monoton wachsend, daher auf
ganz R umkehrbar. Die Umkehrfunktion ist f mit

Fx) - %5\/;+% flir x=0
—%-W+% fir x<0
¢) Esist f(x) =222 = (3x - 2)-(4x - 1)1 mit

N _ 3 4-Bx-2) 5
F0 =27 = @7~ @x-2

xeD;= [R\{%}. Somit ist f auf den Intervallen

|- 3] wnd [} ve
Bestimmung von f:

>0 fur alle

[ jeweils umkehrbar.

1 =3X—2
4x -1 yo2
2. y-(4x-1)=3x-2 & 4xy-3x=y-2 & x=4,-3
X-2
3. ¥ 43
4. F(x) = 2=% mit D= R\{3}.
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Der Funktionsterm von f ist fiir beide Intervalle, auf de-

nen f umkehrbar ist, f(x) = 4XX__23.

d) Esist f(x)= M 2 = 3% (2x2-18)"1 mit

) e 3 __12x2 o x2+9 .

f(¥) =578 2 6(2)(2_18)2 0 fir alle

x € D; = R\{-3; 3}. Somit ist f auf den drei Intervallen
|- ;-3], |- 3,+3[ und |+3; +oo| jeweils umkehrbar.

Bestimmung von 1E fur das Intervall D;=]+3; +oo]

(h|er|sty 22 75 >0 und W= ]O,-+oo[):
_3x

T y=30-7

2. y-(2x2-18)=3x & 2x2y -3x =18y
3, 3\ _ 9 _

(:)xz—z—yx—9<:><x 4y) Toy? 9

= x-4— (\rey2 +1 +1)
=2 (V6x2+1+1)

4. f() i(\/mm)

Die Umkehrfunktion von f mit D; = |+3; +eo] ist f mit
f() =2 (V16x2+1+1) und Df =W, =]0; +eo| (fir das
Intervall |-oo; -3[ passt derselbe Funktionsterm).

21 a) Wenn die GroRe des Steigungswinkels oo min-
destens 45° betrdgt, so hat der Schnittwinkel von G;
und erster Winkelhalbierender im Punkt S die Grof3e

o - 45° (vgl. Abbildung). Da G; und G symmetrisch zur
ersten Winkelhalbierenden liegen, betrdgt die Grofie des
Schnittwinkels von G; und Gz im Punkt S:

©=2-(ot - 45° =20 - 90°.

Falls 0 < o < 45° gilt, so betragt die Grofie des Schnitt-
winkels der ersten Winkelhalbierenden und G; im

Punkt S: 45° - o Also gilt @ =2-(45° - o) = 90° - 2.

s G X
3T X9 Gy
2+ —
77 S(ala)
117
. X

0 f f f f f

1 2 3 4 5

b) Es gilt genau dann A(2|1)€G; n G, wenn
A(211)€G; und B(1]2)€G; gilt. Gesucht sind also
Funktionen mit f(2) =1 und f(1) = 2. Das ist z.B. fur f
mit f(x) =3 - x der Fall (dann ist f(x)=3-x) oder fiir
gmit g(x) = (x-2)2+1 mit Dy = |-o0; 2]

-Vx-1+2).

Weitere Beispiele: h(x) =

(dannist g(x) =
¥

In(%

ln(é)) = log, (é)) oder
k(x)=-(x-2)3+1 (dann ist k(x)= VT-x + 2).

) Die Funktionen f, mit f,(x) =a - x bilden eine Schar

<dann ist h(x) =

von unendlich vielen Funktionen mit f,(x) = ?a (x)=a-x
fir alle xeR.

Weitere Beispiele' g(x) =%
g,(X) =55 +b (bER beliebig).

oder allgemeiner
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Méglich sind auch zusammengesetzte Funktionen wie
. x2  fur x<0
z.B.h, kund [ mit h(x) = und

-Vx fir x=0
-2x fir x<0
k(x) =
) {—%x fir x=0

e fir x<Q
und 1(x) = {—lnx fir x=Q
(zur Definition von Q: vgl. Aufgabe 15 auf Seite 70 im
Schulbuch).
Die zusammengesetzten Funktionen haben meist eine
Knickstelle, an der sie nicht differenzierbar sind. Dies ist

x2 - X fir x<0

anders fir m mit m(x) = .
{—\Ix+1+; fir x=0

Sie ist auf R zweimal, aber nicht dreimal differenzierbar.

6 Die Logarithmusfunktion und ihre
Ableitung

Seite 68
o

Einstiegsaufgabe

Kartchen D zeigt den Graphen der natirlichen Exponen-
tialfunktion; der Graph der Umkehrfunktion entsteht
durch Spiegelung des Graphen auf Kartchen D an der

1. Winkelhalbierenden. Vom Verlauf her kdnnten Kartchen
A oder Kartchen C passen. Der Graph auf Kartchen A hat
aber die waagerechte Asymptote mit der Gleichung

y =1. Dann musste der Graph der nattrlichen Exponen-
tialfunktion die senkrechte Asymptote mit der Gleichung
x =71 haben. Dies ist jedoch nicht der Fall. Daher passt
nur der Graph von Kartchen C fir die Umkehrfunktion der
natdrlichen Exponentialfunktion.

Die Steigung dieser Umkehrfunktion ist stets positiv

und wird geringer mit wachsendem x. Es kdnnte der
Graph von Kéartchen B oder Kartchen E passen. Nach
dem Graphen auf Kartchen E wiirde die Steigung der
Umkehrfunktion allerdings nie kleiner als 1 werden. Da
die Steigung der natirlichen Exponentialfunktion mit
wachsendem x gegen oo strebt, muss die Steigung ihrer
Umkehrfunktion mit wachsendem x gegen 0 streben.
Daher ist der Graph auf Kartchen E unmoglich fir die
Ableitungsfunktion der Umkehrfunktion der natirlichen
Exponentialfunktion. Dagegen kdnnte der Graph auf Kart-
chen B passen.

Seite 69
(o]
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2 a)
X 025 05 (075 1 15| 2 | 3 | 4 | 5
fx)=In(x) |-139(-069-029 0 |041/0,69 110139161
0,41 10,69 110 1,39 1,79 |2,08(2,30

g(x)=In(2x) -0,69| 0

b) Die gespiegelten Graphen gehen durch eine Stre-
ckung in y-Richtung mit dem Faktor% ineinander Uber
oder durch eine Verschiebung in x-Richtung um (n(2).

b) In(x)=2 = x=¢e2

0 Inx)=-3 = x=e‘3=é

d) ln(x)=% = x=-e2=Ve

e) IN(x?2-3)=0 & x2-3=1 = x,=-2, x,=2
f) InN(x-5=2 & x-5=e2 = x=e2+5

4 a)fx)=3 @ In(x)=3 = x=e3=20,09

b) f'(x) = % >0 furalle x>0. Somit ist f streng monoton
wachsend. Es gilt f(x) = e*.

c) f"(x) = —% < 0. Somit ist f' streng monoton fallend

und der Graph von f ist eine Rechtskurve.

d) Sei f(x)=1In(x)=y. Dannist e¥=x. Fir y - - gilt
x =eY¥ — 0, der Graph der nattirlichen Exponentialfunk-
tion nahert sich der x-Achse an. Da der Graph der na-
tlrlichen Logarithmusfunktion durch Spiegelung an der
1. Winkelhalbierenden aus dem Graphen der nattrlichen
Exponentialfunktion hervorgeht, ndhert sich der Graph
der nattrlichen Logarithmusfunktion der y-Achse an. Fir
x— 0 mit x>0 giltalso y=In(x) = —oo.

e) fist streng monoton wachsend. Wenn f(x) fiir

X — + o nicht gegen + oo streben wiirde, so gébe es eine
Zahlm mit f(x) = In(x) = m furalle x> 0. Fir x =em*1
ist aber In(x) = In(em*’) =m +1>m. Somit gibt es keine
Zahlm mit In(x) = m fur alle x und In(x) strebt daher
gegen co.

5 a) f(x) = n(4x), f'(x):&.[‘_:%
b) f(x) = In(x3), f'(x) =%'3'X2=%
o f(x)=In(4-(x - 2)3), f'(x)=%'4'3-(x—2)2=—2

(x-27
d) F0) =In(25), FOO=—2-5-(-1-(x-4)2= -2

N

1]

I
-

ES

e) f(x) =x-ln(x), f'(x) = lr: X) +x-%= n(x) +1



f) f(x) = ,f’x )+ X T —n(Vx) + 1
g f<x> ;S ez ’
f(x) = ( -3 +x2-1-2x1n(x)

h) f(x) = (XZ—) n(x+1),
(%) =2x-In(x + 1) + (x2 - 1)
i) f(x)= ln(x2—6x+9)

7=2x-In(x+ 1) +x-1

’ 2-(x-3)_ 2

f(x) = x2 - 6x+9 “(2x- 6)=(—3)2=m

7 a) Di= -3+, Wf=rR

b) f'(x) = 2X6+3 >0 fur x> -3. Also ist f streng monoton

wachsend auf ] -2+ oo[ Somlt ist f umkehrbar.

Esist f(x) =+ eax—%

©) D=R, Wi=]-3;+oo]
Seite 70
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8 (1) f(x) = e3x

a) D;=R, W,=R*=]0; +eo

b) f'(x) = 3-e3*> 0. Also ist f streng monoton wachsend
auf ganz R. Somit ist f umkehrbar.

@) f(x) = e

a) D;=R, W,=R*=]0; +oo

b) f'(x) = (-2)-e 2x*1< 0. Also ist f streng monoton
fallend auf ganz R. Somit ist f umkehrbar.

B)f(x) = 4-e3x72+1

a) D= R, W;=]1; + oo

b) f'(x) =12-e3x2> 0. Also ist f streng monoton wach-
send auf ganz R. Somit ist f umkehrbar.

In(x)

9 a) lim—7-=0
X— o
b) lim ((x2+2x)-ln(x)) =0
x> In(x)
¢ lim =0

X— 00 3X2 = 2x -4
10 a) fx) =x- I, FK)=1-1, () =%
Mogliche Extremstellen: f'(x) =1 - % =0 = x=1.
Uberpriifung: f'(1) =1> 0, also Minimumstelle.
f(1) =1, also T(1]1).
b) f(x)=x-In(x) - 2x, f(x)=
£(x) = 1
Mogliche Extremstellen: f'(x) =ln(x)-1=0 = x=e.

In(x) -1,

Uberpriifung: '(e) = % >0, also Minimumstelle.

f(e) = -e, also T(e|-e).

c) f(x)=x2-In(x), f'(x)=2x-In(x) +

f(x) = 2-In(x) +

Mogliche Extremstellen:

f(x)=2x-In(x) +x=x-(2-In(x) +1)=0 = x=0 oder

_1
X=e 2.

Uberpr[]fung' 0&Dg f"( -3) = 2> 0, also Minimumstelle.

f(e‘%) = alsoT(

_2i>

E:

-
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1 h(t)=4
N(0) = 4
h” (t) = —4-%-(5 -6-In(t +1)),
h"(t) = 8- (13- 12: (£ + 1)
a) Mogliche Extremstellen:

h'(t) = 4-(““—1)3-(1 -2-ln(t+1)=0

& 1-2-lnt+1)=0 = t=ez-1=Ve - 1=0,649.
Uberpriifung: h” (ez - ) = —8-& <0, also Maximum-
stelle.

hlez-1)-2~0736

Der hochste Wasserstand wird nach ca.

0,65 Tagen = 15,6 Stunden mit ca. 74 cm Gber Normal
erreicht.

b) Mogliche Wendestellen‘

h"(t) = -4- (M) (5-6-In(t+1)=0
& 5-6:nt+1)=0 = t= a 1=1,3.
Uberpriifung: h"’(eg - ) 24 = # 0, also Wendestelle.

'(tj—,l)z'ln(t+'|),
1-2-In(t+1)),

u'l

Nach ca. 1,3 Tagen nimmt das Hochvvasser am starksten
ab.
c) Setzt man x=t+1, so strebt x gegen o fiir t — oo.

Somit gilt
m, (4 in(e ) = ool
Grenzwerten, die auf Seite 68 im Schulbuch angegeben
wurden.
Man kann also langfristig wieder mit Normalhhe
rechnen.
d) Die Losung der Gleichung h(t+2) - h(t)=-0,2 be-
schreibt den Zeitpunkt t, zu dem an den beiden Folge-
tagen der Wasserstand um 20cm sinkt.
e) Bestimmung der Gleichung der Tangente an den Gra-
phen von h im Punkt (4| h(4)):
h(4) = 2-1n(5) = 0,2575, h'(4) = 73+ (1- 2-1n(5)) = -0,071
y= h’( )-(x = 4) + h(4)

125 “(1-2:In(5))"x + >z 125 -(52-In(5) - 16)
Schnlttpunkt der Tangente mit der x-Achse:
125 -(1-2-In(5))- x+125 (52-In(5)-16) =0
Lln() =~ 76267

1-2In(5)
Nach ca. 7,6 Tagen ist die Wasserhohe wieder normal.

ln(zx) =0, nach den
X

= Xx=

12 a) f'(t) = ” > 0. Also ist f streng monoton wach-
send auf Df=R} = [0; +oo].

b) f(x) = eX - 1. Mit f berechnet man den Zeitpunkt, zu
dem eine vorgegebene tégliche Verkaufszahl x erreicht
wird.

c) Der Beginn des Zwei-Monate-Zeitraums wird durch
die Gleichung f(t +2) - f(t) = a beschrieben (oder durch
f(x +a)=f(x)+2 mit f(x)=t). Dies fihrt auf
INt+3)=Iln(t+1)+a bzw. t+3=(t+1)-e?

Die Losung ist t= ‘z

t

a__e; >0 fir 0<a=I(3). Indem
3-e? 3-

ed - ']/ ea
taglichen Verkaufszahlen um a zu.

Zwei-Monate-Zeitraum [ i 2] nehmen die
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14 a) f(x) = ”

g sin(x)
g(x)  cos(x)’

[1)e]

In(g®), 09 =52 Esist tan(x) -

Fir g(x) = cos(x) ist

Somit gilt fur f(x) = -ln(cos(x)) (Df=]'§:+%[>¢
F(0 = 22 - tan x).
x)

b) Esist f'(x) = L) >0 flralle x€l. Somit ist f streng

monoton wachsend auf [ und daher umkehrbar.

1 y=In (g)(X))

15 a) h(x)=x-eX h'(x)=(x+1)-ex>0 fur x>-1.
Somit ist h auf [-1; +oo[ streng monoton wachsend,
also umkehrbar.

b) Sei f die natirliche Exponentialfunktion mit f(x) = eX.
Verschiebt man den Graphen von fum a (a > 0) nach
rechts, so ergibt sich der Graph der Funktion k mit
k(x)=e*@ und k'(x) = exa,

Der Graph von k soll den Graphen der natiirlichen Loga-
rithmusfunktion g mit g(x) = In(x) berthren.
Somit muss gelten: k(x) = (x) und k'(x) = g'(x).
Aus g(x) = In(x) und g’( ) = folgt exa= ln( ) u
. Es folgt x=ex bzw. ;

ex‘a=1 also In(x) = ;=1.
Aus h( )

e 1
;=h()= (1) = Q. Somitist x=35.

(Funktlon h aus Teilaufgabe a)) folgt nun

Es ergibt sich e =0 = a- % -n(Q). Aus Q-e2=1
folgt %= e? also In(Q)=-Q.

Somit ist a = % -1n(Q) = % +Q.

Man muss den Graphen der natiirlichen Exponentialfunk-
tion um % -n(Q) = % + Q nach rechts verschieben, damit
er den Graphen der nattrlichen Logarithmusfunktion be-
rhrt. Der Beriihrpunkt ist B (% ‘ Q).

Q) N1 = (enm)N=entn=ehn(g)g=en@g=eCDg=e

16 a) Fur f(x)=e* ist f'(x) =f"(x) = f""(x) = e*. Fur

g(x)=xe ist g'(x) =e-xe"", g"(x) =e-(e-1)-x72

g"(x)=e-(e-1)-(e-2)-x2"3 und

g®(x)=e-(e-1)-(e-2)-(e-3)-xe™4

Nach einer leichten Abwandlung des Hilfssatzes von

Seite 56 im Schulbuch gilt fiir zwei differenzierbare Funk-

tionen h und k: Wenn k(e) =h(e) und k'(x) < h'(x) fiir

alle x > e gilt, gilt auch k(x) <h(x) firalle x>e.

Man wendet diesen Satz auf k(x) = g"(x) und

h(x) = f”(x) an: Es ist

kie)=g”(e)=e-(e-1)-(e-2)-ee3<e3-e3
=ee=f"(e) = h(e) und

K(x)=gWx)=e-(e-1)-(e-2)-(e-3)-xe4<0<f4(x)
=eX=h'(x)

fir alle x>e (denn e -3<0).

Also ist k(x) = g"(x) < f"(x) = h(x) furalle x>e.

Nun wiederholt man die Anwendung des Satzes fiir

k(x) = g"(x) und h(x) = f"(x).

L32 Exponential- und Logarithmusfunktionen

Dann folgt
kie)=g"(e)=e-(e-1)-e¢2<e2-e¢2=¢gc={"(g) =

und wie gerade bewiesen k'(x) = ”’( ) (x) = h'(x ) f[]r
alle x>e. Somit folgt k(x) = g"(x) <f"(x) = h(x) fur

X>e.

Nun wendet man denselben Satz auf k(x) = g'(x) und
h(x) = f'(x) an

Dann folgt k(e) =g'(e) =e-ee1=ec=f(e)=h(e) und
wieder

k'(x) = g"(x) < f"(x) = h'(x) firalle x> e.

Somit folgt k(x) = g'(x) < f'(x) = h(x) firalle x>e.
Zuletzt wendet man den Satz auf k(x) = g(x) und
h(x) = f(x) an.
Dann folgt k( ) =
k'(x) = g'(x) < f(x)
Somit folgt k(x) =
Somit ist x® <eX fi
e <el.

b) Man muss zwei Richtungen beweisen. Zunachst be-
weist man, dass aus x@ = a* firalle x>0 folgt, dass

a = e ist. Dies bedeutet, dass, wenn a * e ist, es ein
c>0 mit c@>ac gibt.

Seialso 0<a#*e, f(x)=a*=en@x g(x)=x2 und

h(x) = f(x) - g(x).

Es gilt h'(x) =f'(x) -g'(x) = In(a)-a*-a-xa"".

Die Funktion h hat die Nullstelle a mit

h'(a) = (In(a) - 1)-a@ + 0. Somit ist a also eine Nullstelle
von h mit Vorzeichenwechsel. Es gibt also in der Umge-
bung von a Werte ¢ mit h(c) <0. Aus a¢-c?<0 folgt
c? > ac Somit ist diese ,Hinrichtung” bewiesen.

Nun zur ,Rickrichtung”. Sie besagt, dass e* = x¢ fir alle
x>0 gilt.

In Teilaufgabe a) wurde bewiesen: x¢ <eX furalle x > e.
Somit bleibt zu zeigen: x® <eX firalle 0 <x<e. Da

x8 =1 fir 0<x =1 ist, bleibt zu zeigen, dass x¢ < e fir
alle 1<x<e gilt. Nach einer leichten Abwandlung des
Hilfssatzes von Seite 56 im Schulbuch gilt fiir zwei diffe-
renzierbare Funktionen h und k: Wenn k(e) = h(e) und
k'(x) > h'(x) furallex mit 1<x<e gilt, so gilt auch

k(x) <h(x) furallexmit 1<x<e.

Wendet man diesen Hilfssatz auf f(x) = e* und g(x) = x®
an, so ist also zu zeigen, dass g'(x) = e-x¢"1>eX = f'(x)
fur alle x mit 1<x <e gilt. Setzt man f,(x) =e*" und
g,(x) =x¢71, so ist dies nach Division durch e dquivalent
zu:

(*) g4(x) =xe1>exT=f (x) furalle 1<x<e.

Man zeigt (*) wieder mithilfe der Ableitungen

g;(x) = (e =1)-x¢"2 und f;(x) = e*~". Der Graph von gj ist

g(e)=ec=f(e)=h(e) und wieder
=h'(x) furalle x>e.

g(x) < f(x) = h(x) furalle x>e.

iralle x>e. Da m>e ist, folgt

rechtsgekrimmt, da e -2 <1 ist (g;' ist streng monoton
fallend, dae -3 <0 bzw. g/ (x) <0 ist) Der Graph von

f ist wie der Graph der natrlichen Exponentlalfunktlon
lmksgekrummt Somit kdnnen die Graphen von f und g1
maximal zwei Schnittpunkte haben. Da

g1( )=0<f ;(0)=e™ und g1(1) e- 1>f1() 1 gilt,
gibt es ein a mit 0 <a <1 mit gq( a)= f1( a). Da wieder
gq( e)=(e-1)-e®2<e-ge2=ge" 1—f (e) gilt, gibt es
aucheinbmit 1<b<e mit g, " (b) = f1(b) Es gibt also
genau eine Zahl x =b mit 1<x <e, fiir die g;(x) =f,
(x) gilt (es ist im Ubrigen b = 2,06, was hier aber nicht
benotig wird).



Fir 1<x<b gilt gi(x) > fi(x), fir b<x<e gilt

g, < f;(x)

Da g;(1)=1="f,(1) und g;(x) >, (x) furalle 1<x<b
gilt, folgt g,(x) > f,(x) fur alle x mit 1<x<b. Da g, -f,
sogar auf ]1; b] streng monoton wachsend ist, gilt auch
g.(b) - f,;(b) > 0 und damit g,(x) > f,(x) fur alle x mit
1<xsh.

Da g;(e)=e*"=f(e) und g(x) < f;(x) firalle x mit
b<x<e gilt folgt g,(x)>f,(x) furallexmit b<x<e.
Zusammen gilt also g,(x) > f,(x) firalle 1<x<e. Dies
ist genau die Behauptung (*), die zu beweisen war. Damit
ist bewiesen, dass x© =< e* gilt fur alle x> 0.

7 Anwendungen von Exponentialfunktionen

Seite 71
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Einstiegsaufgabe

Tag 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl a 10 18 31 50 75 | 105 | 137 | 164

a(t+1)
a(t)

18 | 172 | 161 | 15 14 13 12

Die Infiziertenzahlen wachsen zwar schnell, aber der

Wachstumsfaktor a(at(z)ﬂ sinkt kontinuierlich ab. Es liegt

kein exponentielles Wachstum vor. An Tag 8 wiirde man
ca. 164-11 = 180 Infizierte erwarten. Danach wiirde man
erwarten, dass die Infiziertenzahlen nicht mehr zuneh-
men bzw. abnehmen, z.B. an Tag 9 noch 180 Infizierte
und an Tag 10 noch 165 Infizierte.

Seite 72
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1 a) Anfangsbestand: f(0) = 0,8; Zunahme, da 2 > 0.
b) Anfangsbestand: f(0) =5; Abnahme, da -0,99 < 0.

¢) Anfangsbestand: f(0) = 5; Abnahme, da —% <0.
d) Anfangsbestand: f(0) = 29; Zunahme, da 0,02 > 0.

2 a) f(t)=8-ek, f(1)=
k=1ln E)—ln(’l 5) = 0,405, f(t) = 8 - 0405t
b) f( t) = 37-ekt, f(1) = 37-ek= 46,5,

(
)
(4—)~0229 £(t) = 37- 0225t
) =

8-ek=12,

0\

37
c) f(t 750-ekt, (1) = 750-ek = 723,

k=ln Ggg) (n(0,964) = -0,0367, f(t) = 750-e"00367t

3 Ablesen am Graphen A: f(0) = 5, f(5) =
Ansatz: f(t) = 5-ekt f(5) =5-e°k =30,
k=1-In(6) = 0,358, f(t) = 5-e0358t

Ablesen am Graphen B: f(0) = 20, f(15) = 90.
Ansatz: f(t) = 20-eXt (15) = 20-e5k = 90,

k=at-1n(30) = 04, f(t) = 20-€01¢
Ablesen am Graphen C: f(0) = 60, f(6,25) = 20.
Ansatz f(t) = 60-ekt, f(6,25) = 60- €625k = 20,

k= E In (%) ~ -0,176, f(t) = 60-e-0176t
4 a) k=03 Ty=-n(2)=231s

b) k=-025 Ty=--In(2)=2,77s

©) k=-0001; Ty =-¢-In(2) = 6935

Schulbuchseiten 70-73
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d) k=1n(4) =1386; T,=1In(2) = 05s

5 a) Ansatz: f(t) = 34-ekt, f(4)=34-e% =70,
-1-1n(£) = 0181.

Das Wachstum des Alligatorenbestands wird durch die
Funktion f mit f(t) = 34-e%781t peschrieben.

b) Verdopplungszeit: T, = % In(2) = 3,84 Jahre.

c) Wenn es zur Zeit t 1000 Alligatoren geben soll, muss
f(t) = 34-e0781t = 1000 gelten, also

1 1000
t= g1 In (55 = 18,73.
Nach ca. 18,7 Jahren rechnet man mit 1000 Alligatoren.

6 f(t)=100-ekt, f(5)=100-e5 =150,
= 1:1n(1,5) = 0,081
Verdopplungszeit: T, = % (n(2) = 8,55 Tage

7 a) f(t) =12-en@5t=12.e09%t Verdopplungszeit:

Ty = % In(2) = 0,7565s. Prozentuale Zunahme pro Sekunde:
(2,5 -1)-100% = 150%.

b) f(t) = 1,3 . eln(0,8)t ~ 1[3 .@~0223t,

Halbwertszeit: Ty =7-n(3) = 31s.

Prozentuale Abnahme pro Sekunde:

(1-0,8)-100% = 20%.

C) f(t) - 0,9 . e3ln(1,2)t ~ 0,9 . e0,547t_

Verdopplungszeit: T, = % In(2) = 1,267s.

Prozentuale Zunahme pro Sekunde:
(1,23 -1)-100% = 72,8 %.

8 a)
t(ins) 0 1 2 3 4 5
f(t) 28 35 44 55 69 87
(1)

1,25 1,26 1,25 1,25 1,26

Pro Zeitschritt nimmt der Bestand anndhernd konstant
um den Faktor 1,254 (Mittelwert) zu. Es liegt also expo-
nentielles Wachstum vor.

f(t) = 28-eln(1254)t 28 . g0226t

b)
t(ins) 0 2 4 6 8 10
f(t) N 8,2 74 6,7 6,0 54
f(t)
ft-2) 0,901 0,902 0,905 0,896 0,90

Pro zwei Zeitschritten nimmt der Bestand annahernd um
den Faktor 0,9008 (Mittelwert) ab. Es liegt also exponen-
tielles Wachstum vor. In einem Zeitschritt ist der Faktor

10,9008 = 0,9491.

f(t)=91- aln(09491)-t ~ 9,1-e~00522t
Seite 73

1 a) Ty=1-1n(05) = 24110, somit
k=202 - 0,000028749.

Mpy (6000) =1- e—0,000028749~6000 ~ 0,8416

Nach 6000 Jahren sind von einem Kilogramm
Plutonium-239 noch ca. 842 Gramm Ubrig.
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b) Wenn 80% von 1kg Plutonmium-239 zerfallen sind, so
sind noch 20% Ubrig. Somit gilt e~0000028749t = 2 - 3lso

In(0,2)
= 20,000028749 ~ 55982 Jahre.

c) Wenn 75% zerfallen sind, so sind noch 25% Ubrig. Das
ist ein Viertel. Dies ist nach zwei Halbwertszeiten der Fall,
also nach 48220 Jahren.

12 (1) Falsch. Nach einer Halbwertszeit, also nach acht
Tagen, ist die Halfte Ubrig. Dies sind 16g.

Nach weiteren acht Tagen ist von den 16 g wieder die
Halfte zerfallen. Also sind noch 8 g Ubrig.

(2) Wahr. Nach 24 Tagen, also drei Halbwertszeiten, ist
noch ein Achtel, also 4 g, Ubrig.

(3) Falsch. Nach zweimal vier Tagen, also nach einer Halb-
wertszeit, ist die Halfte Ubrig. Also sind nach den ersten

vier Tagen noch \g =70,7% Ubrig. (Da in den zweiten
vier Tagen der Bestand wieder um denselben Faktor
abnimmt, sind nach acht Tagen noch \E\E = % =50%
Ubrig.)

(4) Wahr. In jedem Acht-Tage-Zeitraum nimmt der Be-
stand um 50% ab.

13 Der Prozentsatz von C-14 zu C-12 ist zu Beginn 100%
des Werts bei lebenden Organismen. Er sinkt dann expo-
nentiell gemaR f(t) = 100-ekt. Aus T, = —%-ln (2) folgt
k=-7-1n(2) = ~ 575" I (2) = ~0,000121,

100 - @~0000121<t = 145 = t= _% =~ 35000.

Das Alter des Mammuts ist ca. 35000 Jahre.

14 a) Beleuchtungsstérke in der Tiefe x:

B(x) = 4000 - ek,

B(1) = 4000- ek = 0,8-4000.

Somit ist k =1n(0,8) = -0,223 und

B(x) = 4000 e~ 0223x,

b) B(10) = 430. In 10 m Tiefe sind es noch ca. 430 Lux.

c) Da die Helligkeit exponentiell abnimmt, gibt es eine
feste Tiefenzunahme, in der die Helligkeit auf die Halfte
absinkt. Diese Tiefe konnte man ,Halbwertstiefe” nennen.

Ty= —%- (n(2) = 3,1. Die Halbwertstiefe ist ca. 3,1m.

15 a) Dominik denkt, dass die Strahlungsstarke pro
Zentimeter immer um den gleichen Wert, ndmlich um
2% der vor der Mauer vorhandenen Strahlungsstérke,
abnimmt. Dann ndhme sie in einer 50cm dicken Mauer
um 50-2% =100% ab und die Strahlung kénnte die
Mauer nicht durchdringen. Dies ist jedoch nicht richtig.
Die Strahlungsstarke nimmt auf einem Zentimeter Mau-
er um 2% von dem Wert ab, der vor diesem Zentimeter
Mauer (also nicht vor der Mauer insgesamt) vorhanden
war. Nach dem ersten Zentimeter sind also noch 98 %
der Strahlungsstéarke vorhanden, dann nach dem zwei-
ten Zentimeter 98 % von 98 %, also 0,982-100% usw.
Die Strahlungsstarke nimmt bei Mauerdicke x auf 0,
98*-100% des Ausgangswertes ab. Bei x =50cm sind
es also noch 0,98%0-100% =~ 36,5% des Ausgangswertes.
b) Die Strahlungsstarke nach 17cm Mauerdicke betragt
noch 0,9817-100% = 70,9 %.

L34 Exponential- und Logarithmusfunktionen

16 a) f(t) = (0)-0,98t = £(0)-eln(@8)t,

Ty = ™ (3198) ‘In (%) = 34,3; die Halbwertszeit betragt

ca. 34,3 Jahre. (0,01

b) f(t) = f(0)-en©M)t=001-f(0); also t= ln(0’98) ~ 2279.
In knapp 230 Jahren sinkt die Bevdlkerungszahl auf 1%
ab.
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17 a) f(t)=100-80-e701t f(t)=8-e01t>(, also
nimmt die Karpfenzahl nie ab.
b) Da 80-e7%'t>Q ist,ist f(t) =100 - 80-e-%1t <100
fir alle t=>0.
¢) Wegen 80-e 01t —» 0 flir t - o strebt
f(t) =100 - 80-e 01t fir t » o gegen S = 100.
d) f'(t)=8-e 0t
=10 - (10 - 8-e701t)
= 071-100 - 0,1- (100 - 80-e~01t)
=01-(S - f(t)

18 a) Zu Beginn ist die Temperatur T(0) = 20 + 70 = 90,
also 90°C. Langfristig erreicht die Kaffeetemperatur
Raumtemperatur. Da T(t) — 20 fir t — oo gilt, betragt
die Raumtemperatur 20°C.
b) Esist T(30) =20 + 70-e~30k = 356 und somit
k=-35-In(52) < 0,05

30 70 o2
¢) Esist T'(t) =-3,5-e7005t = -1 ynd somit
t=-20-In (%) = 25,06. Nach ca. 25 Minuten ist die
m(i:n :

momentane Anderungsrate der Kaffeetemperatur -1
d) T'(t) = -70k-ekt

= k- (20 - (20 + 70e701Y))

=k-(20 - T(v)

20 z(t)=100-(10 - t)-ekt,

Z'(t) = 100-ekt- (10k - 1 - tk),

Z"(t) =100k-ekt-(10k - 2 - tk),

z"(t) =100k2-ekt-(10k - 3 - tk)

a) Mogliche Extremstellen:

Z'(t) = 100-ekt-(10k - 1 - tk) = 0.

Losung: t=10 - %

Untersuchung der moglichen Extremstelle:

z”(10 - %) =100k-e™0k-1.(-1) < 0, also Maximumstelle.
Wenn t=10 - = -10 ist, so gilt k = 0,05.

b) Mbgliche Wendestellen:

Z'(t) = 5-e995t. (=15 - 0,05t) = 0.

Losung: t=-30.

Untersuchung der moglichen Wendestelle:

z"(-30) = 0,25-e00>(-30)- (1) < 0, also maximale Zu-
nahme.

Somit nimmt die Zuschauerzahl 30 Minuten vor Spielbe-
ginn am starksten zu.

21 Ein Wachstumsvorgang wird durch f mit
f(t) = f(0)- ekt beschrieben. Dann gilt
f(t + At) = f(o).ek(t+At) - f(o).ekt.ekAt = f(t).ekAt_



Wenn der Wachstumsfaktor a = ek >1 ist, so nimmt der
Bestand f im Zeitraum At unabhéngig vom Bestand zu
Beginn des Zeitraums immer um den Faktor ek4t = ght
zu, also um den Prozentsatz (a2t - 1)-100%.

Wenn der Wachstumsfaktor a = ek < 1 ist, so nimmt der
Bestand f im Zeitraum At um den Prozentsatz
(1-a’)-100% ab.

22 Die Funktion f mit f(t) =100 - 80-e~01t hat die Wer-
temenge W; = [20; 100[. Sie ist streng monoton wach-
send. Falls fir einen Zeitpunkt t also f(t) <50 gilt, so gilt
2-f(t) <100 und es gibt einen Zeitpunkt t+T, mit
f(t+Ty) =2-f(t), zu dem sich der Bestand also verdop-
pelt hat. Aus 100 - 80-e01t < 50 ergibt sich

t<-10- ln(%) = 4,7. Es muss also t kleiner als 4,7 Stun-

den sein. Da der Graph von f rechtsgekriimmt ist, wird Ty,
immer groer, je groBer f(t) wird und sich 50 annéhert.
Die Verdopplungszeit ist also minimal fur £(0) = 20. Dann
gilt f(Ty) =100 - 80-e~9"v = 40. Das fiihrt zu

Ty =-10-In(2) = 2,88 Stunden.

(Alternativ: Aus f(t+Ty,) =2-f(t) folgt

100 - 80-e~01(t*Tv) = 2-(100 - 80-e70™t). Aufgeldst nach
Ty ergibt sich T,(t) =-10-In (2 - %-eor“).

Die Verdopplungszeit T, (t) existiert also fur

2- %-eoﬂt >0, also t<10-Iln (g) = 4,7 Stunden.

Wenn t zunimmt, so sinkt 2 - % e%t und damit steigt
Ty(t)=-10-In (2 - %eoﬂt). Die Monotonie von Ty (t) kann

auch durch Ableiten bewiesen werden. Somit liegt ein
Randextremum vor.
Ty (t) ist also minimal fur t=0 mit

T,(0) = ‘10'ln(%) = 2,88 Stunden.)

23 a) Vergleich 72er-Regel, 69er-Regel und Verdopp-
lungszeit fur verschiedene Zinssatze

p% 0,5% 1% 1,5% 2% 2,5%
72er Regel 144 72 48 36 28,8
(in Jahren)
69erRegel 138 69 46 345 | 276
(in Jahren)
Verdopplungszeit | 13095 | coge | 4656 | 35 | 2807
Ty in Jahren
bessere Regel 69er 69er 69er 69er 69er
p% 3% 3,5% 4% 45% 5%
72er Regel 24 | 2057 | 18 16 14,4
(in Jahren)
69er Regel 23 | 1971 | 1725 | 1533 | 138
(in Jahren)
Verdopplungszeit

. 23,45 20,15 17,67 15,75 14,21
Ty in Jahren
bessere Regel 69er 72er 72er 72er 72er

b) Fir Zinssatze p < 3,5% ist die 69er-Regel besser
<genauer fir p <3,4393845...%; der Grenzprozentsatz

ist die Losung der Gleichung 4P = (1 + L)w, denn es

100
. p \141 72 In(2) In(2)
gilt 4P=(1+W) o =- =

_6
p ln(’l+%) ln(1+%) pJ
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c) Zinssatz p%, Wachstumsfaktor a =1+ %,

p

Wachstumskonstante k = ln(a) = In (1 + i) =755 hach

Naherung [n(1+x) = x
Verdopplungszeit:
Ty=11n(2) =51
(69er-Regel) 100

100

_100-1n(2) _ 100-0,69 _ 69

p

P p

d) Lineare Naherung: f(a +x) =f(a) +f'(a)-x

(vgl. Band 10, Seite 48).

Fur f(x) =In(x) und f'(x) =% ergibt sich

In(@a+x) = In(a) +%-x.

Fir a =1 folgt die lineare Naherung

IN(1+x)=In(1) +%-x=

X.

e) 72 ist durch viele Zahlen teilbar, daher ist L; fur viele

Zinssatze im Kopf leichter berechenbar.
Aufierdem ist die 72er-Regel fiir hohere Zinssatze (ab

3,5%) besser als die 69er-Regel.

Il Exponential- und Logarithmusfunktionen
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