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V Funktionale Zusammenhange

Bitte
einordnen!

Die Funktionen f, g und h finden ihre Klasse

nicht mehr. Kannst du ihnen helfen?

f: ,Ich habe keine, eine oder zwei Nullstellen.
Mein Graph hat entweder einen Hoch-
oder Tiefpunkt.”

g: ,Ich habe keine einzige Nullstelle und kann
furchtbar grof3 werden.”

h: ,Mein Graph ist kerzengerade.”

Frumbdionen

vadionale Funlidionen e xeougu}ic«\%\w\wiov\eu .}(;%OWMQ-MSCL& Frmlbhionen

Eigenschaften von Funktionen

beschreiben X+y I
Funktionen graphisch darstellen 2 |
Vorgdnge mithilfe von Funktionen Arithmetik/ Funktionen
modellieren Algebra
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Argumentieren/
Kommunizieren

Funktionen umkehren
Funktionen verkniipfen
Funktionen systematisieren
Zahlenfolgen als spezielle Funk-
tionen erkennen
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2 Verkniipfen und Verketten von Funktionen

Beim Quotienten muss
v(x) # 0 sein.

Die Verkettung zweier
Funktionen ist nicht
kommutativ.

Das vermutlich gréfte Thermometer der Welt steht Fiir die Umrechnung einer Tempera-
in Baker im US-Bundesstaat Kalifornien, dem Tor turangabe von der Kelvin-Skala in die Celsi-
zum Death Valley. us-Skala gilt die Vorschrift c(k) = k - 273.

Es zeigt zum Zeitpunkt der Aufnahme eine Tempe-

ratur von 106° Fahrenheit an. Fiir die Umrechnung einer Temperatur-

angabe von der Celsius-Skala in die
- ‘ Fahrenheit-Skala gilt die Vorschrift
f(c) =1,8c + 32.
Damit kann man jede Temperaturangabe

— der Kelvin-Skala in zwei Schritten auch in
éﬁ_ Grad Fahrenheit umrechnen. Geht dies
— noch einfacher?

Aus zwei Funktionen u und v kann man durch die vier Grundrechenarten Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division neue Funktionen u +v; u-v; u-v und % bilden.
Ist u(x) =x2+1 und v(x) =x - 2, dann heif}t die Funktion

u+vmit W+v))=u@)+v)=x2+x-1 D={x|xeR} Summe von u und v,
u-vmit -V =u-vx)=x2-x+3 D={x|xeR} Differenz von u und v,
u-vmit U-v)X)=u®) -vx)=x2+1-(x-2) D={x|xeR} Produkt von u und v,

u mit (%)(x) = % = ’ff; D={x|x€Rund x * 2} Quotient von u und v.

Gegeben sind die Funktionen u(x) und v (x). ®
Die Funktionen u(x) + v(x), u(x) - v(x), u(x)-v(x) sowie % mit v(x) # 0 heif3en
Verkniipfungen von u(x) und v (x).

Die Funktion f mit f(x) = sin(2x) lasst sich durch keine dieser vier Arten aus den Funk-

tionen u mit u(x) = sin(x) und v mit v(x) = 2x bilden. Man bendétigt eine weitere Mog-
lichkeit, aus vorhandenen Funktionen neue Funktionen zu erzeugen.

Dazu wendet man auf die Variable x zuerst die erste Zuordnungsvorschrift v ,verdopple”
an, danach auf das Zwischenergebnis v(x) die zweite Vorschrift u ,bilde den Sinus":

1. Vorschrift v 2. Vorschrift u
- o inl2x
A e Jverdopple e ﬂ - Jbilde den Sinus - M

In der Funktion u wird die Variable x durch den Term v(x) ersetzt. Die entstandene neue
Funktion nennt man Verkettung von u und v und schreibt uev mit u(v(x)) = sin(2x).

v nennt man innere Funktion und u duB3ere Funktion. Wendet man auf die Variable x zu-
erst die Vorschrift u an und anschlieBend die Vorschrift v, so erhdlt man die Funktion veu:

1. Vorschrift u 2. Vorschrift v
. in(x . - sin(x)
A e Jbilde den Sinus — | sinl |~ verdopple - ﬂ

Esistalso veu mit v(u(x)) = 2-sin(x), dabei ist u die innere und v die duBere Funktion.
Die Funktionen uev und veu stimmen hier nicht tiberein.

144 v Funktionale Zusammenhange



Gegeben sind die Funktionen u und v. Fiir u o v sagt man:

Die Funktion u o v mit (u o v)(x) = u(v(x)) heifit Verkettung von u und v. Dabei wird im Lu nach v* oder
Funktionsterm der Funktion u jedes x durch v(x) ersetzt. «U verkettet mit v".
Beispiel 1

a) Bilde uov und vou fir u)=1-x)2 und v(x) =2x +1.

b) Bestimme fir die Funktion f mit f(x) = ™ 1 zwei Funktionen gund h mit goh =1f.

+3)2
¢) Schreibe die Funktion k mit k(x) = 3x + 1)? als Summe, Produkt und als Verkettung

zweier Funktionen.

Losung:

a) u(vx) =(1-v)2=(1-@2x+1M)?=(-2x)? = 4x% Somitist u(v(x))=4x%
vu®)=2u)+1=2(1-x)2+1=2(1-2x+x) +1=2x2 - 4x + 3.

Somit ist v(u(x))=2x2 - 4x + 3.

b) 1. Méglichkeit: Mit h(x) =x +3 und g(x) = F ergibt sich g(h(x)) =
2. Mdglichkeit: Mit h(x) = (x + 3)2 und g(x) = ; ergibt sich g(h(x)) = o 3)2
¢) Summe: Esist k(x) =(Bx+12=9x2+6x+1. Mit m(X)=9x2 und n(x) =6x +1 ist
k(x) = m®X) + n(x).

Produkt: Esist k(x)=(Bx+1)?=@x+1)-Bx+1). Mit p(x) =3x+1 ist

k() =p)-pXx).

Verkettung: Mit q(x) =3x +1 und r(x) = x? ist k(x) =r(q(x)).

(x +3)2

Beispiel 2
Gegeben sind die Funktionen u und v mit u(x) =Vx und v(x) =x2-1.
Bei der Verkettung uov liefert ein Rechner folgende Anzeigen:

12 @ X |Bog= v 1.1
fRE) ely
Vx ~716) '

x?‘_l—.l. ) =3 I

1(r2(0)) =

<] i ,

Fig 1 ], -
Fig.2 |[® | 4 e
Fig. 3

a) Erlautere, wie die Tabellenanzeige fiir x =-1 und x =-0,5 zustande kommt (Fig. 2).
b) Erldutere den Graphen von uov in Bezug auf die Definitionsmenge (Fig. 3). Begriinde.
Losung:

a) Esist u(v(x))=Vx2-1. Damit erhdlt man u(v(-1))=v(-1)2-1=0 und

u(v(-0,5)=y(-05%-1 = \/—0,7 . Da der Radikant negativ ist, kann die Wurzel nicht

gezogen werden, das heiﬁt, uov istfir x =-0,5 nicht definiert.
b) Fiir -1 <x <1 gibt es keinen Graphen. Es ist xX2-1<0 fiir -1 < x <1, also hat die
Verkettung uov die Definitionsmenge D = {x|x€R und x = -1 oder x 2 1}.
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Beispiel 3

Gib an, ob es sich bei f(x) um eine Verkniipfung oder Verkettung handelt. Begriinde.
a) f(x)=-5x+3 b) f(x) = 3%0s®

Losung:

a) Verkniipfung, da z.B. u(x) + v(x) mit u(x) =-5x und v(x) = 3.

b) Verkettung, da u(v(x)) mit u(x) = 3* (duBere Funktion) und v(x) = cos(x) (innere
Funktion).

Aufgaben
1 Bilde u+v; u-v; uov; w-v und wov fir u(x) =x% v =x+2 und w(x) =Vx.
2 Gib an, ob es sich bei f(x) um eine Verkniipfung oder eine Verkettung handelt. Be-

nenne gegebenenfalls die Art der Verkniipfung und die verkniipften Funktionen bzw. bei

Verkettung die innere und die duere Funktion.
sin(x)

Erinnere dich: a) f(x) = 3x% + 2x b) f() = cos00 o) f(x) = esin® d) f(x) = e* + sin(x)
tan(0) = ot 9f=tanG0  HFO=3x-tan) @F0=pg N 0=13r2
3 Bilde die Verkettungen f(x) = u(v(x)) und g(x) = v(u(x)).
aAu=1-x% vix)=(1-x)? B)u=x-10% vx) =x +1
¢) ux) =sin(x); vx)=x+1 d) ux) =vV2x; v(x)=x -1
e) u(x)=x171,~ v(x) = cos(x) Hux)=2-x; v(x) =1

4 Esist f(x) =u(v(x)). Vervollstindige die Tabelle.

v(x) u(x) f(x) v (x) u(x) f(x)
a) x3 3x +1 ) x2-4 ﬁ
b) x2 (x2 +1)2 d) 2-Vx 243 -0,5x

5 Die Funktion f kann als Verkettung uov aufgefasst werden. Nenne mogliche Funkti-
onen u und v.

a) f(X) = 5 b) f(x) = 5 -1 ¢) f(x) = (sin(x))? d) f(x) = sin(x)
e) f(x)=Vx +3 f f(x)=V3x g) f(x) = 2%73 h) f(x) = 2 -3

Bist du sicher?

Gegeben sind die Funktionen u(x) = 2x und v(x) = sin (x).
a) Bilde u(x) +v(x), u(x)-v(x), uov und vo u. Schreibe die jeweiligen Funktionsterme
auf.
b) Stelle die Verkniipfungen und Verkettungen mit deinem GTR graphisch dar. Gib die De-

Wahle ein sehr grofies
g finitionsbereiche der neu entstandenen Funktionen an.

Betrachtungsfenster bei
deinem GTR.

6 Essei gX)=x+1; h(x)=x% k(x)= %; [(x) = Vx; s(x) = sin(x).
Driicke f durch g, h, k, |, s aus.

a) f(x)=%—x—’| b) f(x) = f(x) = x2 o) fX)=Vx+1+x2 d) f(x) = sin(x) +1

x+1
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4 Zahlenfolgen als spezielle Funktionen

4 Taschengeld in €
20+

Luise: ,Schau. Ich habe mein mo-
natliches Taschengeld vom letzten Jahr in
einem Diagramm dargestellt.” 51
Tobias: ,Du kannst doch aber die einzelnen

10+

Monat

Werte nicht durch Linien verbinden.” ]

Fallt ein Ball aus einer Hohe von 2 Meter auf einen glatten Boden und erreicht er nach je-
dem Aufprall wieder das 0,8-Fache der vorherigen Hohe, so hangt die Hohe davon ab, wie
oft der Ball bisher auf den Boden aufgetroffen ist. Die Hohe ist dabei eine Funktion der
Nummer des Aufpralls. Man erhdlt eine Folge von Zahlen:

Hohe nach dem 1. Aufprall: a,;=2-08=16

Hohe nach dem 2. Aufprall: a,=a,;-08=128

Hohe nach dem n-ten Aufprall: a,=a, 08
Die unabhangige Variable (die Nummer des Aufpralls) ist dabei eine natiirliche Zahl.
Derartige Funktionen nennt man Zahlenfolgen. Auch zur Beschreibung von Wachstums-
vorgangen und zur Darstellung von irrationalen Zahlen sind Zahlenfolgen von Bedeutung.

Hat eine Funktion f als Definitionsbereich die Menge IN* oder eine Teilmenge von IN%,
so nennt man f eine Zahlenfolge. Der Funktionswert f(n) wird mit a,, bezeichnet und
heift das n-te Glied der Folge. Fiir die Zahlenfolge schreibt man (a,).

Zahlenfolgen lassen sich wie andere Funktionen unterschiedlich darstellen.
Wortvorschrift: Ein Ball fallt aus 2 Meter Hohe auf einen glatten Boden und erreicht nach
jedem Aufprall wieder das 0,8-Fache der vorherigen Hohe.

Die Hohe nach dem (n+1)-ten Aufprall ist an
berechenbar, wenn man die n-te Hohe 254
kennt. Man spricht von einer rekursiven
Bildungsvorschrift der Zahlenfolge. Man 2,0+
kann a_,, aber auch direkt angeben an=a-08"
@=2m): 154 <3
a;=2-08 xay
a,=a,-08=(2-08)-08=2-0,8 10+ *a3
a;=a,-08=(2-08)-08=2-08° %

cee 015" ¥ X
a,=a_,-08=(2-08""-08=2-08" RSN
3= 8 0,8 = (2.-' 0,8" - 0,§ =2- 0,'8'.1+1 0 T s T e 1 81 10 1
In diesem Fall erhdlt man eine explizite
Bildungsvorschrift der Zahlenfolge. Hierbei Fig.1

ist zu jedem Wert n € IN* der Wert a,, direkt berechenbar.
Fig. 1 zeigt die grafische Darstellung der Zahlenfolge.

Anstelle von Zahlen-
folge sagt man oft nur
Folge.

Im Folgenden ist

IN* = {1; 2; 3; } und
N={0;1;2; ...}

Die Folgenglieder a,,
sind in der Regel keines-
wegs natiirliche Zahlen.

Merke: Bei der rekur-
siven Bildungsvorschrift
muss ein konkretes
Zahlenfolgenglied an-
gegeben werden (man
verwendet oft das erste
Glied).

Anstelle Bildungsvor-
schrift sagt man auch
Zuordnungsvorschrift.
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Liest man aus der grafischen Darstellung die Hohe nach dem 1., 2,, 3. ... Aufprall ab
oder berechnet die jeweilige Hohe mit einer der Bildungsvorschriften, so kann eine
Wertetabelle erstellt werden:

n (n-ter Aufprall) 1 2 3 4 5
a, (Héhe in m) 1,60 1,28 1,024 0,8192 0,65536

Umgekehrt erhalt man aus einer Wertetabelle die grafische Darstellung.
Bemerkung: Da der Definitionsbereich bei Zahlenfolgen nur die natiirlichen Zahlen um-
fasst, konnen in der grafischen Darstellung nur Punkte eingetragen werden.

Beispiel

Eine Zahlenfolge (a,) ist explizit gegeben durch a,, = 3".

a) Berechne die ersten 8 Glieder der Zahlenfolge.

b) Ermittle eine rekursive Bildungsvorschrift der Zahlenfolge.

c) Stelle die ersten 5 Glieder der Zahlenfolge grafisch dar.

d) Bestimme mithilfe eines CAS oder GTR, ab welchem n der Wert des Zahlenfolgenglie-
des grofBer als 1000000 ist.

Losung:

a)a,=3"=3 a,=3*=9 a,=3*=27 a,=3=81
a, = 3° =243 a, =3%=729 a,=37=2187 a, = 3% = 6561
b) a,=9=3-3=a,-3 d) Bestimmung mit CAS:

a;=27=9-3=a,-3
a,=81=27-3=a,-3

solve(s”»mooooo,n)

he1=an°3, 8,=3
0 solve(s"z-mooooo,n)
n>12.5754196457
an
800+ Bestimmung mit GTR:
J00l x Man ldst grafisch die Gleichung
3¥=1000000, indem man den Schnittpunkt
600+ der Graphen von y = 3* und
5004 y =1000000 ermittelt.
l 5 EE {6
4007 | 5e+6 Ty
300+ ;
x
200+
% &
1001 | (12.98,1000000.00)
S ——————+
o 1 2 4 5 6
ress | "’
o5 Tl b S - S . . AL SO A A SO S A _’)'1

Ab n =13 ist der Wert des Zahlenfolgen-
gliedes grofier als 1000 000.
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Aufgaben

1 Berechne die ersten zehn Glieder der Zahlenfolge (a,,). Stelle die Zahlenfolge grafisch
dar.

a) an=2?n b) an=% oa,=C-N" d an=(%)" ea,=2 f) an=sin(gn)

2 Berechne die ersten zehn Glieder der rekursiv dargestellten Zahlenfolge (a,,).
Versuche eine explizite Bildungsvorschrift der Folge anzugeben.

aa, =1 a, =2+a, b)a,=1 a,,,=2-a,
=1 =1 =0: a.=1 -
Oa=3i 3,73 da=0a="%a,=a,+a,,

n

3 Eine Ware mit dem heutigen Preis von 1,00-€ wird durch eine jahrliche Inflation von
konstant 5% laufend teurer.

a) Berechne zu einer Inflationsrate von 5% und einer beliebigen Jahreszahl n den zuge-
horigen Warenpreis und erstelle einen Graphen fiir die ersten 20 Jahre.

b) Berechne den Zeitraum, nach welchem sich der Preis der Ware verdoppelt hat.

Bist du sicher?

Berechne die ersten fiinf Glieder der Zahlenfolge (a,).
2n
n+1

a) a, = b)a1=0; a,.=2a,-2 c) a,=2 a,,=2a,-2

Ein Haus mit einem urspriinglichen Wert von 200000 € verliert jéhrlich 2% vom Vor-
jahreswert. Bestimme eine explizite Bildungsvorschrift fiir den Wert des Hauses nach n
Jahren.

4  Ermittle mithilfe eines CAS oder GTR, fiir welche n der Wert des Zahlenfolgengliedes
grofBer als 500 (kleiner als 0) ist.

a)a,=05-2" b)a,=08"-1 c)an=m d)an=%

5 Intelligenztests bestehen zu einem
Teil darin, aus den ersten Folgegliedern a) 1 -2

Wie intelligent ist eine
solche Aufgabe aus

Q
=
Q
N
Q
w
Q
S
Q
(G

eine Bildungsvorschrift fiir weitere Glieder b 0 1 z ; z mathematischer Sicht?
zu ermitteln. Ermittle entsprechend eine 2 3 4 >
Bildungsvorschrift fiir a,, und berechne je- ) 16 -8 4 -2 1
weils a,; und a,,. d) —4 _11 22 51 84
Wie verhilt sich die Folge fiir sehr groie n? e) 3 45 | 33 4y 33

;
6 Von zwei gleich grofen Wiirfeln der Kantenlidnge 1 wird einer in 8 gleich groe Wiir- r 213
fel zerlegt und einer der dabei erhaltenen Wiirfel wie in Fig. 1 auf den anderen gestellt. —{-+-L) 22
Dieses Verfahren wird wiederholt. ] a
a) Berechne das Volumen des entstandenen Korpers nach der 1., der 2. und der 3. Teilung. ,L 2
b) Gib das n-te Glied der Zahlenfolge (V,) an, die jedem n das Volumen V,, des entstande- ; .
nen Korpers zuordnet. ; ]
7 Gegeben ist eine Folge (a,) mit a_,, =+/a, - 0,25 mit a, =1, n€N* Berechne die o L
ersten 10 Glieder der Folge. Erstelle dazu einen Graphen. Aufere eine Vermutung, ob sich ’
die Glieder der Zahlenfolge mit wachsendem n einem bestimmten Wert annahern. Fig.1
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5 Grenzwerte von Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge heif3t
streng monoton stei-
gend fira,,, > a, und
streng monoton fal-
lend fira,,, <a,.

Eine Zahlenfolge kann
hdchstens einen Grenz-
wert besitzen.

Pro Minute kihlt sich die Milch um

5% ab. Wird sie gefrieren?

Betrachtet man die Zahlenfolge (a,) mit an S.=14
. . 14 0 /'
a, = 0,8", dann sieht man, dass alle ihre ¢
Glieder grofier als S, = 0 und kleiner S, =1 10 "
sind. Es gilt also: S, <a, <S,. *x a. =08"
Die Ungleichung gilt auch fiir andere Wer- L * X x x y ,: " x s LD
tevon S,und S,; z.B. gilt: -0,4 <a, <14 1? 2 4 6 8 10 12 14 16
fiir alle ne IN* (Fig. 1). -0, S, = -0,4

dass fiir alle Folgenglieder a, 2 S, ist.

S, nennt man eine obere Schranke, S, eine untere Schranke der Folge.
Eine nach oben und unten beschrankte Folge heifit beschrankte Folge.

Eine Zahlenfolge (a,) heifit nach oben beschrédnkt, wenn es eine Zahl S, gibt, so dass
fiir alle Folgenglieder a, = S, ist, nach unten beschrankt,wenn es eine Zahl S, gibt, so

Zahlenfolgen als spezielle Funktionen kdnnen monoton sein.

Monoton steigend
Fir alle n gilt: a_,, £ a,
an an

x x

x

Monoton fallend
Fir alle n gilt: a_,,

X n
1
T

of

=

a

n

Ist eine Zahlenfolge nach oben beschrankt und ist sie monoton steigend, dann nahern
sich mit wachsendem n die Glieder der Folge der kleinsten oberen Schranke an. Ist eine
Zahlenfolge nach unten beschrankt und ist sie monoton fallend, dann nahern sich mit
wachsendem n die Glieder der Folge der grofiten unteren Schranke an.

wert der Zahlenfolge.

Bei einer monoton steigenden, nach oben beschrankten Zahlenfolge nennt man die
kleinste obere Schranke Grenzwert der Zahlenfolge. Bei einer monoton fallenden,
nach unten beschrankten Zahlenfolge nennt man die grofte untere Schranke Grenz-
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Folgen, die einen Grenzwert haben, nennt man konvergente Folgen. Folgen ohne Grenz-
wert nennt man divergente Folgen.

Hat eine Folge (a,) den Grenzwert 0, so nennt man (a,) Nullfolge.

Folgen, deren Glieder Briiche mit konstantem Zahler sind und deren Nenner eine Potenz
von n mit positivem Exponent ist, sind Nullfolgen, z.B. (%), (i) (‘/iﬁ), (iz) e

2 2
n 4n3

Um den Grenzwert der Zahlenfolge (a,) mit a, 2n5n10

zu ermitteln, kann man folgen-
des Verfahren anwenden: Man zerlegt den Funktionsterm i m a, = 2 + =. Die Folge (a,)

kann somit als Summe der konstanten Folge (b,) mit b, = g und der Folge (c,) mit

C, = % aufgefasst werden, also (%) = (% + %) Die Folge (b,,) hat den Grenzwert %

die Folge (c,,) hat den Grenzwert 0. Von den Grenzwerten der Einzelfolgen kann man auf
den Grenzwert der Summenfolge schlieflen:

. 2n+10 2.2 2_2 _2

lim ) Tt 0= 5

tim 265570 = tim (24 2) = lim £ + im 2 -

Dieses Vorgehen ist zuldssig und lasst sich sogar verallgemeinern:

Grenzwertsdtze
Sind die Folgen (a,) und (b,,) konvergent und haben sie die Grenzwerte a und b, so
sind auch die Folgen (a, = b,), (a,-b,) und, sofern b, +#0 und b * 0 sind, auch die
Folge (%) konvergent. Es gilt:

lim@a, £ b,) =lima, £ limb,=a<b
“limb,=a-b

lim (a, by) = lima,

. a
Alglbn imb, =5 b,*0 und b#*0

Beispiel 1
Untersuche (a,) mit a, == auf Beschranktheit
Losung:
a,=3 a,=15 a; =1 a, =075 a; =06
Vermutung: S, =0 Vermutung: S, = 3
a,z0 a,=3

3 3

20 [ +n 553 | -n

3z0 wahre Aussage, also S, =0 3=3n | :3

1=n wahre Aussage, also S, = 3

Beispiel 2

Berechne fiir die Zahlenfolge (a,) mit a, = 32”+ o die ersten 5 Folgenglieder und a,, a,

und a,,,, - Stelle eine Vermutung tiber den Grenzwert der Zahlenfolge auf und iiberpriife
mit einem CAS.
Losung:
a,=3%03 a,=1 a, =14 a,=2=167
_13 _7 . _ 149 _ 1499
a; =7 =186 a,=3~233 100 =51 =29 31000 = 501~ 292

Statt

»die Zahlenfolge (a,)
hat den Grenzwert g”
schreibt man kurz
lim a

n—® n
(lies: Limes a,, fiir n ge-
gen unendlich gleich g)
limes (lat.): Grenze
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Erinnere dich:

Folgen, deren Glieder
Briiche mit konstantem
Zdhler sind und deren
Nenner eine positive
Potenz von n ist, sind
Nullfolgen.

T 3n-2)\_ . .
Vermutung: J]I_r)l( 7 h )— 3 mit CAS:
Vs 1: Aktionen 3
Lis2: Zahl 1: Ableitung
x=3: Algebra 2: Ableitung an einem Punkt... i 3:n-2 3
feode Wﬂs 3: Integral ) (T
@ 5: Wahrsch
Beispiel 3
Ermittle mithilfe der Grenzwertsatze die Grenzwerte von (a,)) mit a, =5 - F und (b,,) mit
_5-2n
b 3n+6°
Losung:
I|m @, = I|m (5——)— I|m 5- I|m (%) 5-0=5
5 2n 5
-2n _ n-(2-%) _n2
Termumformung von b e n(37”+§) 3 +%
5 5\_
2-2 lim (*)—|Im2
- 5-2n . n n—«\N n-e” _0-2 2
lim (b,) I|m(3n+6) I!llm(3+%) im3em () 370 3
Beispiel 4 ,
Zeige mithilfe der Grenzwertsatze, dass (a,) mit a, = n_21 divergent ist.
Losung: )
-n
Termumformung von a,: — = ﬁ =1
SRR
lim (=n) "

= existiert nicht

2 -
I|m(a)—l|m( n )=Iim LU L
n=e 1+ ) dim e im (1) 140
n—o n—o \N

Aufgaben

1 Untersuche (a,) auf Beschranktheit.

a)an=1+% b)an=n[,:1 ¢)a,=3n-2 d)an=nf:1

2 Berechne fiir (a,) mit a, die ersten 5 Folgenglieder und 19: 3400 und A1000° Stelle eine

Vermutung tber den Grenzwert der Zahlenfolge auf und tberpriife mit einem CAS.

1+n n?-1 100 8n
a) a, = 5, b) a, = o Qa,=-7-- d)an=anr1
4n2-2 20+ -V2-n2+42 1-Vn
e a, = f) an =317 Oa="Fw M=

3 Untersuche auf Beschréanktheit. Gib gegebenenfalls eine Schranke an.

+1 2 +1 1+4 1+4
a) (nn ) b)(nn ) C)(3+5rr11) d)(Zn—q)
4 Gib den Grenzwert von (a,) an.
a)an=4+% b) a, —+% ) an=%—2 d)an=5—%
e)an=n;1 f) a, 2nn+1 g)an=1—Tn h)an=1—an

5 Zerlege die Folge (a,) in eine konstante Folge plus eine Nullfolge und gib ihren
Grenzwert an.

8+n
a)a,= in b) a

_8+Vn
N 4yn

8+ 2"
4-2n

Q) a,=
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6 Berechne den Grenzwert der Zahlenfolge (a,) durch Umformen und Anwenden der
Grenzwertsatze.

Da=iE e N 9asTIND da- i
e)‘_:‘n_2+\|/’1—2~-n f)an=% ga, _’I—n2 h)an=23_n22
i) a, =" D a, =D k)an=“;n3 D a1
7 Bestimme den Grenzwert.

a) "”1(22"1) b) lim (22"_11) 0 lim (1 34) d J\'ﬂ(%)

Bist du sicher?

Gib den Grenzwert der Zahlenfolge (a,) an.

a) a, = i b) a, -05—— c) a,=3-+7 d) a, = _10, %—3+i

3n n 10n

Berechne mithilfe der Grenzwertsétze den Grenzwert der Zahlenfolge (a,).

a) a, = 2212 b)a,=5+ Qa=t-2+n)  da,=2-4+
0,3n? n n+1 n"n n 1-m
Untersuche (a,) auf Beschranktheit.
3 n n-(n+2)
a)a,=2n+5 b)a, =7 0 an =137 d) a, = 2

8 Untersuche auf Konvergenz. Gib gegebenenfalls den Grenzwert an.

6n-7 1- 2n?-3 -3n+2
a) ap = n+1 b) a, = 1+:2 0 a,= nZ+1 d)a“=-(3n+2)
(n +3)? -3(n+2)(n-2) n(n - 4) -5(n +3)
e)an= n+3 f)an= n2_4 g)an= n4_4 h)an= (n_3)2

9 Gib eine mégliche Bildungsvorschrift fiir eine Folge (a,) an, die den gegebenen Grenz-
wert besitzt.

a) rlml @, =2 b) J]im @) =1 [9) rllignw @y =-2 d) Aii‘l (@, =-3
. _ . _ . _ g . _ _é
e) !1'91 @, =05 f) J]'Dl (@, =-0,10 g) rl.'mw @, = 3 h) !1'91 @, = 3
10 Zeige mithilfe der Grenzwertsatze die Richtigkeit der Gleichung.
. (4n+15 -18\ _2 . (12n2+3) _
a) lI1|£n( Th ) 08 b) I|rrl( 3 ) 3 ) A'ﬂl(Qnmy)_B
A 2-3141\ _ . -n)-(1+n) _ . (n+2)(n+3) _1
d)rlmlmw( 3n-1 )_6 e)r|1lm=( n? )_ 1 f)llm( 3n2+6n )_3
11 Untersuche, ob (a,) konvergent ist. Verwende ein CAS.
a)a, = smn(n) b) a, = % c) a, =2"sin(n) d) a, =n + cos(n)
e) an=n-sin(gn) f) a,=n@+sin(n)) g a, =sin(n) h) a, = n-sin(n)

12 Ermittle mithilfe der Grenzwertsitze die Grenzwerte der Zahlenfolgen (a,), (b,),
(c)) =(@, +b,), (d)=(@,-b,) und (e) = (a,-b,), wenn fiir a, und b, gilt:
a)a,=6 |c>—é b)a,=-=; by=2+2

n

Q) ay=4-1; b,=3+1 da,=2+1 b,=-2-5

n
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a) Erst sind die Winkel § und d mit dem Kosinussatz im
Dreieck DBC zu bestimmen. Danach kdnnen im Dreieck
ADC mit dem Kosinussatz die Seite b und mit dem Sinus-
satz der Winkel o bestimmt werden.

0 = 575°% B =925°

b =6,0cm; a=391°

also: y =~ 48,4°
b) h.=3,8cm
4

a) b =12,5cm; also u = 25,8cm
h, =c-sin(a®); h, =22cm;

also A =13,8cm?

b) s, =2,7cm

5

a) BC = 505m

b) 4ABC = 41,5°
<4 BCA = 65,5°

6
a) d=3,78cm; f=4,95cm; A=1872cm?
b) ¢ = 66,7°

7

a) h=10,52m; d =1118m; c=~8,69m; A =172m?
P=172m?2- 85% -119 =17397,80€

Das Grundstiick kostet ca. 17400 €.

b) c+d=87m+11,2m =199m

Die Lange des Zaunes betragt ca. 20 Meter.

Kapitel V, Bist du sicher, Seite 142

1
a) log,(9)=3—a*=9—a=1%9 =208
b) a = V100 =10 oa-= V3 =113

da'=05-a=2 e az=V5—-a=2

2
f) a*=V4 ~a=2

200 Losungen

2

Der Graph von g ist gegeniiber demjenigen von f parallel
zur y-Achse verschoben.

Verschiebungszahl Iogz(g) = log, (x) - log, (3)

Der Graph von g entsteht, wenn man den Graphen von f
um log, (3) nach unten verschiebt.

34567 89

Kapitel V, Bist du sicher?, Seite 146

a) b)
u(x) + v(x) = 2x + sin(x)

D = {x|xeR}

a2 13

103y

-6.28 0.5 6.28

-10 +




ux)-v(x) =2x-sin(x)

e

20%

D = {x|xeR}

bl |

e

uov=2-(sin(x)

IENEE)

D = {x|xeR}

bofll |

D={x|xeR}

Kapitel V, Bist du sicher, Seite 150

1
a) D;= R, Dg = R\{-3}
b) £(9) = -368; £(0,25) = -32; g(9) = 73;

g(0,25) = % = 03077

o) W;={ylyeRundy < -5}
W, ={ylyeRundy + 0}

y
g

2
A(x) = x(500 - 0,5x); D, ={xeR|0 <x <1000}

Kapitel V, Bist du sicher?, Seite 153

1
4 3 8 5

aa =1 a,=3 az=3 a, =z as=3
b)a;=0 a,=-2 a;=-6 a,=-14 a=-30
Oa=2 a=2 a;=2 a, =2 ag=2
2
a, = 200000 - 0,98"""
Kapitel V, Bist du sicher?, Seite 157
1
a) lim 3 =0 b) lim 0,5 - =05

im=2+7= im-10,5_3,. 1 __
C)A'El,%*7‘7 d)r!linw n+n2 3+10n_ 3
2 2_ 2
a) lim 2-n2)= li nz(n2 1)= li §_1__m

n—o 0,3n2 n—o n2-3 n—o 0,3 3

n_\_ n s 1

b) lim (5 + n+1)‘r!'~u(5+n (1+%))'r!'w 5+1+%)

Losungen 201



a) nach unten beschrankt
b) nach unten beschrankt
¢) nach oben und unten beschrankt
d) nach oben und unten beschrankt

2

a) D;=R, W;={ymity z-7}

b) Df = R, W; = {y mity = 3}

©) Di={xeR x+4}, W;={yeR,y + 0}
d) D¢ = {xER, x + 3}, W = {yeR, y < =}

3
a) 0 =V2x; PQ2]2) b) F0 = 3x% P(¥2132)
©) f(x) = Vx - 4; kein gemeinsamer Punkt (Die Gleichung

Kapitel V, Training, Seite 163

1

(x + 4)? = x hat keine Lésung)
d) fx) = ¥x + 6; P(2|2) (Die Gleichung x® - 6 = x hat die

Losung

a) Ja, da jedem x-Wert genau ein y-Wert zugeordnet wird.

b) Nein, da allen x-Werten auf3er den x-Werten 0 und 8

zwei y-Werte zugeordnet werden.

¢) Nein, da dem x-Wert 3 unendlich viele y-Werte zugeord-

net werden.

d) Ja, da jedem x-Wert genau ein y-Wert zugeordnet wird.

5

X =2)

a) f() = log, (x)
o) f(x) =3 S

b) F(x) = 22
d) F0) = logs (x) + 1

a) individuelle Lésungen méglich, z.B. s(x) = f(x) + g(x); d(x) = g(x) - h(x); p(x) = g(x) - h(x)

Verkniipfung s(X)=e*+x2+1 dX)=x2+3x-4 p(x)=-3x3+5x2-3x+5

Definitionsbereich D | x€R X€R X€R

Wertebereich W yeRundy 21,827 yeERundy z-6,25 yER

Symmetrie keine keine (Parabel symmetrisch zu x = -1,5) keine

Achsenschnittpunkte | S, keinen, S,(012) 5, (-410), S, (110), 5,(01-4) 5(3]0). 5,015

Extrema Ein (-0,35211,827) Epin(=1,51-6,25) keine

Monotonie x < -0,352: fallgnd X <-1,5: fallgnd fallepd im geseamten Definitions-
x > -0,352: steigend x > -1,5: steigend bereich

Asymptoten keine keine keine

b) individuelle Losungen moglich, z.B.s(x) = f(x)o g

X); d(x) =g ohx); p(x)=h(x)of(x)

x2+1

Verkniipfung s(x)=e d(x) =(-3x+5)2+1 p(x)=-3e*+5
Definitionsbereich D | x€R x€R x€R
Wertebereich W yERundyze yERundyz1 yERundy>5
Symmetrie achsensymmetrisch zur y-Achse keine (Parabel symmetrisch zu x = g) keine

Achsenschnittpunkte

S, keinen, Sy ©]e)

S, keinen, Sy 0]26)

S.(0,51110), S,(012)

Extrema Epmin(0l€) Ein (% | ‘I) keine
5.
M : X < 0: fallend x < 3: fallend fallend im geseamten Definitionsbe-
onotonie e -
x > 0: steigend x>2: steigend reich
3
Asymptoten keine keine waagerecht:y =5

202 Losungen



Vernetzung Zinsrechnung

Angeblich verkauften 1662 die In-
dianer die etwa 60 km? groRe Insel Man-
hattan fiir einen Betrag von 24 Dollar an
einen Siedler namens Minuit.

Auf welchen Betrag waren diese 24 Dollar
bis heute angewachsen, wenn die Indianer
damals diese Summe zu einem gleich-
bleibenden Jahreszins von 5% angelegt
hatten?

Welche Summe wiirde sich bei einem Jah-
reszins von 10 % ergeben?

Wer Geld auf ein Sparkonto einzahlt, erhalt dafiir Zinsen. Dieser Zins entspricht einem
gewissen Bruchteil des eingezahlten Geldbetrages, des sogenannten Kapitals. Der Pro-
zentsatz, nach dem der nach einem Jahr féllige Zins (Jahreszins) berechnet wird, heif3t
Zinssatz.

Leiht man sich dagegen Geld bei einer Sparkasse oder Bank aus, so nennt man den gelie-
henen Betrag Kredit. Fiir einen Kredit muss man Zinsen zahlen.

Wenn jemand auf einem Sparbuch zu Jahresbeginn eine Summe von 1400€ stehen hat
und die Bank garantiert ihm 1,5% Zinsen auf die Spareinlage, dann kann er mithilfe der
Prozentrechnung berechnen, wie hoch sein Guthaben auf diesem Sparbuch am Ende des
Jahres sein wird:

100% — 1400€ Kapital zu Jahresbeginn (Anfangskapital)

1% — 14€
15%— 21€ Jahreszins
101,5% — 1421€ Kapital zum Jahresende (Endkapital)

Die Zinsrechnung ist eine Anwendung der Prozentrechnung. Dabei entspricht
das Kapital dem Grundwert,
der Jahreszins dem Prozentwert,
der Zinssatz dem Prozentsatz.

Bei der Zinsrechnung sind vor allem folgende Fragestellungen von Interesse:

(1) Uber welche Geldsumme kann ich verfiigen, wenn ich eine bestimmte Summe bei ei-
ner Bank fiir ein Jahr angelegt habe? (Zinsen fiir ein Jahr)

(2) Welche Geldsumme erhalte ich, wenn ich meine Geldanlage nach kiirzerer Zeit auflo-
se? (Zinsen fiir Teile eines Jahres)

(3) Welche Summe steht mir zur Verfiigung, wenn ich mein Kapital langere Zeit anlege?
(Zinsen fiir mehrere Jahre, Zinseszins)
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Zinsen fiir ein Jahr

Beispiel

Herr Schmidt hat bei einer Bank Wertpapiere fiir 4500€ erworben, fiir die er nach Ablauf
eines Jahres jeweils 3,8 % Zinsen ausgezahlt bekommt. Welchen Gewinn bringt ihm diese
Geldanlage im Verlauf eines Jahres?

Losung:

Das Produkt aus Kapital (4500€) und Zinssatz (3,8 %) ergibt die Jahreszinsen Z.

Z =4500€ -3,8% = 4500€ - 0,038 =171€

Aufgaben

1 Sven hat vor einem knappen Jahr ein Sparkonto erdffnet und damals auf dieses Kon-
to eine Summe von 950 € eingezahlt. Die Bank gibt auf das Sparkonto 2,6 % Zinsen. Wie
viel Euro Zinsen erhdlt er nach Ablauf des Jahres?

2 Herr Eisolt hat am 15. Mai 2013 fiir 3750€ Aktien von einem Unternehmen erworben.
Am 15. Mai 2014 besaflen diese Aktien einen Wert von 3982,50€. Um wie viel Prozent ist

der Wert seiner Aktien in diesem Jahr gestiegen?

3 Die nebenstehende Tabelle stellt den

. L X i 1.Jahr 1% 2.Jahr 2% 3.Jahr 3%
Verzinsungsplan fiir eine Kapitalanlage mit
sy . 4. Jahr 4% 5.Jahr 5% 6.Jahr 6%
jahrlicher Ausschiittung dar.
o . . o 0, 0 0
a) Um wie viel Prozent hat sich das Kapital 7.Jahr 7% 8.Jahr 8% 9.Jahr 9%

in den neun Jahren vermehrt?
b) Lilo fragt: ,Warum geben die nicht gleich 5% Zinsen in jedem der neun Jahre? Wie
kommt sie auf 5%? Was ist deiner Meinung nach der Grund fiir diese Staffelung?

4 Jonas hatte zu seiner Jugendweihe eine Reihe Geldgeschenke bekommen. Diese legte
er auf einem neu eingerichteten Sparbuch an, auf das er 3,2% Zinsen bekommt. Nach
einem Jahr erhielt er 14,40€ Zinsen. Wie hoch war der von Jonas auf dieses Sparbuch ein-
gezahlte Betrag?

5 Berechne fiir jede Spalte den fehlenden Wert.

Kapital 1500€ 550€ 16500€ 960€
Zinssatz 1,85% 2,3%
Jahreszins 33€ 46,25€ 536,25€ 22,08€

6 Zwei Personen legen bei verschiedenen Banken den gleichen Betrag an. Die erste
Person erhalt 4% Jahreszinsen, die zweite 4,5%. Nach einem Jahr stellen sie fest, dass das
Konto der zweiten Person 2,30€ mehr aufweist, als das der ersten.

Wie hoch ist die Summe, die die beiden angelegt hatten?

7 Silvio hatte zu Beginn eines Jahres bei einer Bank ein Sparkonto mit einem Guthaben
von 760€. Am Jahresende werden ihm dafiir 34,20€ als Zinsen ausgezahlt. Fiir das Folge-
jahr hat die Bank einen um 0,5% hoheren Zinssatz festgelegt. Welche Zinsen bekommt er
dann in diesem Jahr?
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Zu beachten ist, dass
die Bank jeden Monat
mit 30 Tagen rechnet.
Das ,Bankjahr” hat da-
her 360 Tage.

Mann nennt das eine

unterjdhrige Verzinsung.

Jede Bank legt fest,
welchen Zinssatz lhre
Kunden zu zahlen ha-
ben, wenn sie ihr Konto
liberziehen.

Zinsen fiir Teile eines Jahres

Der Jahreszins gibt an, um wie viel Prozent ein Bankguthaben wachst, wenn man es ein
volles Jahr der Bank zur Verfiigung stellt. Nun kann man aber auch wahrend des Jahres
sein Konto auflésen oder von seinem Konto Geld abheben. Auch dann zahlt die Bank den
Kunden Zins. Will man ein in diesem Jahr mit 2,15% verzinstes Guthaben von 2000€ am
4. April abheben, so hat man sein Geld in dem Jahr ja 94 Tage zur Verfligung gestellt.
Durch die Bank werden dann in folgender Weise die fiir das Guthaben zu zahlenden Zin-
sen berechnet:

2000 € ergeben bei einem Jahreszins von 2,15% i 100
2000 € ergeben bei einem Jahreszins von 2,15% pro Tag 2000 - ﬁ;g §E°€ Zinsen.
2000 € ergeben bei einem Jahreszins von 2,15% i " 300 396‘6€ Zinsen.

Ein Kapital K bringt bei einem Zinssatz von p in t Tagen (0 = t = 360) einen Zins Z von
t
Z=K- p- 360"

Beispiel

Herr Meyer hat bei seiner Hausbank am 12.04.2015 eine Summe von 6000 € auf ein
Konto angelegt, fiir das er einen Jahreszins von 1,75 % erhalt und das er taglich auflosen
kann. Als er im November des gleichen Jahres zu giinstigen Konditionen einen Gebraucht-
wagen erwerben kann, 16st er am 23.11. sein Konto auf. Welchen Betrag muss die Bank
ihm zahlen?

Losung:

Gegeben sind K =6000€, p=175% und t =222 (19 Tage im April, 180 Tage fiir die Mo-
nate Mai bis Oktober und 23 Tage im November). Gesucht ist die Auszahlsumme, also die
Summe aus Kapital K und Zins Z.

1,75 222 _
Z=6000€ - 755 - 3¢, = 64,75€

Die Auszahlsumme fiir Herrn Meyer am 23.11.2015 betragt 6064,75<.

Aufgaben

1 Ein Betrag von 1800€ wurde am 1. Januar 2015 mit einem Zinssatz von 2% angelegt.
Uber welche Summe kann man verfiigen, wenn man das Konto zum genannten Datum
auflost?

a) 31. Marz 2015 b) 16. August 2015 ¢) 29. November 2015

d) 11. Februar 2015 e) 23.Mai 2015 d) 29. Oktober 2015

2 Kunden einer Bank erhalten oftmals die Mdglichkeit, ihr Konto um eine bestimmte
Summe zu {iberziehen. Fiir die von der Bank ,geliehene” Summe ist allerdings ein hoher
Sollzins zu zahlen.

Familie Winter kauft sich am 19. Februar ein neues Doppelbett und muss dazu auf die von
der Bank eingerdumte Uberziehungsmdglichkeit von 2000 € zuriickgreifen. Mit der néchs-
ten Lohnzahlung am 15. Marz zahlen sie die Summe zuriick. Welchen Betrag miissen sie
tiberweisen, wenn der Sollzinssatz bei Uberziehung 12% betragt?
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3 Herr Baumann hat sein Haus renovie-
ren lassen. Nebenstehende Rechnungen
sind ihm gleichzeitig zugegangen.

a) Welche Summe muss er bezahlen, wenn
er die Rechnung sofort begleicht?

b) Herr Baumann hatte die erforderliche
Summe verfligbar, hat sie jedoch giinstig
mit 10 % angelegt. Was ist nun fiir ihn
glinstiger: Soll er das Geld abheben und
die Handwerker sofort (das bedeutet mit
Skonto) bezahlen oder soll er die Zahlungs-
frist von 8 Wochen nutzen und erst bei
ihrem Ablauf die volle Rechnungssumme
ohne Skonto liberweisen?

Maurer:

18456€ 2% Skonto bei Sofortzahlung
Fliesenleger:

12123€ 3% Skonto bei Sofortzahlung

Zimmermann:

25456€ 2% Skonto bei Sofortzahlung
Dachdecker:

17789€ 2% Skonto bei Sofortzahlung
Maler:

9876 € 2% Skonto bei Sofortzahlung

Zinsen fiir mehrere Jahre, Zinseszins

Legt man Geld an, dann geschieht das oftmals langfristig. So konnen Grofleltern oder

,Skonto" bedeutet Preis-
nachlass bei sofortiger
Zahlung.

Eltern schon fiir Kleinkinder eine als Zielsparen (z.B. ein mit dem 18. Geburtstag falliges
Fiihrerscheinsparen) bezeichnete Sparform wahlen, bei dem die erzielten Zinsen dem Ka-
pital hinzugefiigt und dann mit verzinst werden. Bei dieser Form der Geldanlage spricht
man vom Zinseszinseffekt.

Frau Mayer hat bei einem Gliicksspiel 10 000€ gewonnen, die sie zu einem Zinssatz von
4% anlegt. Schauen wir uns an, was sich aus diesem Anfangskapital K(0) von 10000<€ in
drei Jahren entwickelt:

Kapital K(1) in € nach dem 1. Jahr:
K(1)=10000 + 10000 - 4%
=10000 - (1 + 0,04)

Kapital K(2) in € nach dem 2.Jahr:
K(2) =10400 + 10400 - 4%
=10400- (1 + 0,04)

=10000 - 1,04 =10400 - 1,04
=10400 =10000 - 1,04 - 1,04
=10000 - 1,04?
Kapital K(3) in € nach dem 3. Jahr =10816

K(3)=10816 +10816 - 4%
=10816 - (1 + 0,04)
=10816 - 1,04
=10000 - 1,042 - 1,04
=10000 - 1,043
=11248,64

Bei jahrlicher Auszahlung hatte Frau Mayer
in den 3 Jahren insgesamt 1200 € Zinsen
erhalten.

Wird ein Anfangskapital K(0) mit einem Zinssatz p % verzinst, so erhalt man nach n
Jahren ein Endkapital K(n) und es gilt die Zinseszinsformel:

p n
K = K« (1+355) =K©-q"
Dabei nennt man den Faktor q =1+ % auch Aufzinsfaktor.
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Online-Link
Entwicklung von
Zinsen
734101-1841

Online-Link
Bundesschatzbriefe
734101-1842

Online-Link
Sparen und Tilgen
734101-1843

Beispiel

Als Einleitung zum Thema Zinsrechnung wurde erwdahnt, dass die Indianer 1662 die Insel
Manhattan fiir 24 Dollar an einen Siedler verkauft haben. Es wurde die Frage aufgewor-
fen, tiber welche Summe seine Nachfahren jetzt (wir nehmen als Beispiel das Jahr 2016)
verfiigen konnten, wenn er diese 24 Dollar damals zu einem Jahreszinssatz von 5% (oder
von 10%) so angelegt hatte, dass die Verzinsung mit Zinseszinseffekt erfolgt ware. Diese
Summe ist zu ermitteln.

Losung:

Das Anfangskapital K(0) ist 24 Dollar. Von 1662 bis 2016 sind 354 Jahre vergangen, also
gilt n = 354. Bei einer Verzinsung mit dem Zinssatz von 5% wiirde sich als Endkapital

K (354) ergeben:

[ 354
K(354) = 24 - (1 + W) ~ 760716984 $

Bei einem Zinssatz von 10 % ware ein auch im Vergleich mit dem Endkapital beim Zinssatz
von 5% in diese Hohe sicher unerwartetes, auf volle 100 Millionen gerundetes, Endkapital

354
von K(354)=24% - (1 + %) ~10794978650000000$ zustande gekommen.

Aufgaben

1 Zur Geburt von Simon legt ihm seine Oma Brigitte ein Sparbuch an, auf das sie
2000 <€ einzahlt und fiir das ein jahrlicher Festzinssatz von 2,5% vereinbart wird. Es wird
festgelegt, dass Simon erst zu seinem 18. Geburtstag iiber das Geld verfiigen kann. Uber
welche Geldsumme kann er dann verfiigen?

2 Herr Sonntag hat im Lotto gewonnen und legt mit 180000€ den Grofteil des Ge-
winns zu einem Jahreszins von 3,5% an. Nach 20 Jahren wird er in Rente gehen und hat
dann vor, jahrlich die anfallenden Zinsen abzuheben und als ,Zusatzrente” zu seinem Le-
bensunterhalt einzusetzen. Uber welche Summe kann er dann jahrlich verfiigen?

3 Bestimme jeweils den fehlenden Wert:

Anfangskapital Zinssatz Laufzeit Endkapital
(1) 12000€ 2,3% 10 Jahre
2) 8500€ 15 Jahre 11439,88€
3) 15000€ 3,5% 16882,63€
(4) 4% 12 Jahre 800,52€
(5) 80000€ 32% 205816,84 €

4  Ein Geschaftsmann will bei seiner Hausbank 200000 € langfristig anlegen. Es wird ein
Zinssatz von 4,8 % vereinbart.

a) Nach wie viel Jahren hat sich das angelegte Kapital bei diesem Zinssatz verdoppelt?

b) Wie viele Jahre dauert es, bis seine Einlage mehr als 600000 € wert ist?

¢) Nach welcher Zeit wird sein Jahreszins erstmals héher als 30 000€ sein?

5 Bei Mietvertragen gibt es die Moglichkeit, eine feste jahrliche Mietsteigerung im
Voraus festzulegen. Familie Scholz bezieht eine neue Wohnung. Im Mietvertrag sind als
monatliche Kaltmiete 550€ und eine jahrliche Mietsteigerung von 2% festgelegt.
Welche Kaltmiete hat Familie Scholz nach 10 Jahren zu zahlen?
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6 Pauls Eltern haben fiir ihren Sohn an seinem 8. Geburtstag ein ,Fiihrerscheinsparen”
abgeschlossen, bei dem sie 10 Jahre lang jeweils zu Monatsbeginn 25€ auf ein Konto
einzahlen, das mit 4,2% verzinst wird und bei dem die Auszahlung dann nach 10 Jahren
an Paul erfolgt. Sie Uberschlagen: Da nach einem Jahr 300€ angespart sind, ist in diesem
Jahr der durchschnittliche Betrag auf dem Konto 150€ und deshalb sind 6,30 € Zinsen zu
erwarten. Auf dem Kontoauszug lesen sie aber dann, dass die Bank geringfiigig hthere
Zinsen gezahlt hat. Was ist die Ursache fiir diese Unstimmigkeit?

7 Herr Wolf hatte seiner Frau zu ihrem 30. Geburtstag ihren Geburtstagswunsch erfiillt
und ihr ein Gemalde eines jungen Malers geschenkt, das er fiir 180€ erworben hatte.

35 Jahre spater war dieser Maler einer der Gro3en seiner Zunft und seine Bilder sehr
begehrt. Wolfs boten das Gemalde einer Galerie an und diese kaufte es fiir 2500€. Wie
hoch hatte der Jahreszins sein miissen, damit eine Anlage der 180€ bei einer Bank in die-
sen 35 Jahren den gleichen Gewinn erbracht hatte?

8 Mit welchem Jahreszinssatz miisste ein Geldbetrag angelegt werden damit er nach
12 Jahren auf den gleichen Betrag anwachst, den diese Geldsumme bei einem Jahreszins
von 5% in 20 Jahren erreichen wiirde.

9 Ein mit Zinseszins angelegter Betrag verdoppelt sich in 16 Jahren. Wie hoch muss
dann der Zinssatz sein? Bei welchen Zinssatzen wiirde es zu einer Verdopplung in 10 bzw.
in 20 Jahren kommen?

10 Ein Betrag von 25000 € wurde am 01.01.2002 zu einem Zinssatz von 6% fest ange-
legt. Ab dem 01.01.2004 wurde das Kapital nur noch mit 5% und ab dem 01.01.2008 nur
noch mit 4% verzinst. Mit dem 01.01.2013 sank der Zinssatz auf 2%. Die Anlage endet am
31.12.2016. Mit welchem Auszahlungsbetrag darf der Anleger dann rechnen?

11 Ein Baugrundstiick wird zum Preis von 140000 € zum Kauf angeboten. Dabei bietet

der Verkdufer folgende zwei Abzahlungsvarianten an:

(1) Der Kaufer zahlt nach vier Jahren einen Betrag von 80000€ und nach sechs Jahren
den Restbetrag von 60000<€.

(2) Der Kaufer zahlt 35000€ beim Kauf und jeweils 35000-€ nach drei, nach sechs und
nach sieben Jahren.

a) Welche Variante ist fiir einen Kaufer, der die Kaufsumme verfiigbar hat und sein Geld

zu einem Zinssatz von 5% anlegen kann, die giinstigere?

b) Wie viel Euro kann er durch die Wahl der fiir ihn giinstigeren Abzahlungsvariante ein-

sparen?

12 In einem Werbeprospekt einer Bank steht: ,Wer friih spart, braucht weniger Kapital
und hat am Ende mehr als derjenige, der spat mit dem Sparen anfangt.”

Nutze den GTR oder ein Tabellenkalkulationsprogramm, um dich fundiert zu dieser Aussa-
ge positionieren zu kénnen.

13 Ein Immobilienmakler bietet einem an einer Wohnung interessierten Kunden einen
Staffelmietvertrag an. Als Anfangsmiete sind 520 € festgelegt. Bei der zukiinftigen Steige-
rung kann der Kunde zwischen einer jahrlichen Mietsteigerung um 22 € oder einer jahrli-
chen Mietsteigerung um 3% wahlen. Was wiirdest du als weitere Information fiir wichtig
erachten, um den Kunden gut beraten zu kénnen?
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Mathematik ist mehr als Rechnen. Mit Mathematik kann man die Welt um uns herum beschreiben und verstehen,
Probleme in ihr 16sen und Vermutungen aufstellen und begriinden. Hierzu bendtigt man verschiedene Fahigkei-
ten, die durch die acht Symbole dargestellt sind. Diese begleiten dich durch dein Schulbuch und weisen darauf
hin, welche Schwerpunkte im jeweiligen Kapitel eine Rolle spielen. Du lernst zum Beispiel:

A

Wie man zeigt, dass ein Gliicksspiel unfair ist.

Dass man Streckenlangen im Dreieck auch
ohne rechten Winkel berechnen kann.

Dass man man Wachstum unterschiedlich
modellieren kann und bei einigen Modellie-
rungen Baume in den Himmel wachsen.

Dass der Taschenrechner beim Ermitteln von
Funktionsgleichungen hilfreich sein kann.

X
+
<

N

|_

Dass die Ermittlung von Losungsmengen eine
ganz schon komplexe Sache sein kann.

Dass man Funktionen verkniipfen und
verketten kann, diese aber trotzdem unbe-
schrankt bleiben kénnen.

Wie von zwei Punkten aus die Entfernung zu
einem dritten berechnet werden kann.

Wie man bei Gliicksspielen zu erwartende
Gewinne und deren Schwankungsbreite be-
rechnet.
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