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KH
Hervorheben


V Ahnlichkeit

Das sieht
euch ahnlich

Ob Dinge sich ahneln, erkennen wir schnell,
auch wenn sie nicht gleich sind. Es kommt
auf Form und Grof3e an.

Kongruenzen von Figuren
nachweisen

Mit GroBen rechnen
Konstruktionen durchfiihren

178 v Ahnlichkeit

Jakobstab
Xty
Arithmetik/ Geometrie
Algebra



Argumentieren /
Kommunizieren

Problemldsen

Modellieren

Werkzeuge

Das kannst du bald

Ahnliche Figuren untersuchen
Figuren vergroflern und verkleinern

Mit Strahlensatzen Langen
berechnen
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Erkundungen

. ———

Historische Darstellung
des Aufbaus und der
Wirkungsweise eines
Pantographen.

180 v Ahnlichkeit

1. Mit dem Pantograph vergrofiern

In Fig. 1 ist ein Pantograph abgebildet. Das Gerat, das auch als Storchenschnabel be-
zeichnet wird, ist ein Instrument zum Vergroern oder Verkleinern von Zeichnungen.
Es wurde im Jahr 1603 von Christoph Scheiner erfunden.

Der Pantograph besteht aus vier Leisten, ——
die in den Punkten U, W, F, und V durch
Gelenke beweglich miteinander verbunden
sind. Der Punkt S bleibt fest - um ihn
dreht sich der Pantograph. Der Punkt F
beinhaltet einen Fahrstift, mit dem die
Vorlage ,abgefahren” werden kann, im
Punkt F’ wird ein Zeichenstift befestigt, d
der dann die Vergrofierung erzeugt. /
Fiir den Zusammenbau der vier Leisten ) &
gelten folgende Regeln:

(1) SW = WF’
(2) UF=WV =SU
(3) UW=FV

Fig. 1

Zum Bauen eines eigenen Pantographen konnt ihr fiir die Leisten Teile eines Metallbau-
kastens nutzen, aus Holz Stabe zurecht sagen oder dicke Pappe passend schneiden. Ver-
schiedene Anleitungen dazu findet ihr auch im Internet. Stellt ein arbeitsfahiges Modell
eines Pantographen her. Wahlt zundchst SU = UW.

Beobachtet, wie sich die Leiste mit den Punkten W und V bei der Bewegung des Panto-
graphen zur Leiste mit den Punkten U und F verhalt. Begriindet eure Beobachtung mittels
der Regeln zum Zusammenbau des Pantographen. Beobachtet auch die Lage des Punktes
F in Bezug auf die Lage der Punkte S und F'

Ergdnzt im Heft folgenden Satz: S, F und F’ liegen auf ...

Wird eine Strecke AB (Originalstrecke) vergroBert, nennt man den Quotienten aus
Lange der Bildstrecke A'B’

Lange der Originalstrecke AB
- Ermittelt den Streckungsfaktor fiir euren Pantographen.
- Messt die Langen der Strecken SU und SW und bildet den Quotienten

=k auch Streckungsfaktor.

sw
SU
euer Ergebnis mit dem ermittelten Streckungsfaktor aus der vorherigen Teilaufgabe.

. Vergleicht

Die Ergebnisse der Untersuchungen lassen einen Zusammenhang zwischen dem Aufbau
des Pantographen und der Grof3e des Streckungsfaktors vermuten.

Mit welchem Streckungsfaktor miisste das
Modell in Fig. 3 arbeiten? Uberpriift eure
Vermutung in der Praxis. Verandert weiter-
hin die Lage der Punkte U und V und un-
tersucht die zugehdrigen Streckungs-
faktoren.




2. Flachen vergrofiern

Zeichnet Figuren, deren Flacheninhalt ihr berechnen konnt. Vergroflert die Figuren mit-
hilfe des Pantographen und berechnet den Flacheninhalt der erhaltenen Bilder.

Messt dafiir benotigte Strecken am Bild. Wiederholt diese Verfahrensweise mit anderen
Streckungsfaktoren. Stellt eure Ergebnisse iibersichtlich in einer Tabelle wie in Fig. 1 zu-
sammen.

Figur Streckungsfaktor Flacheninhalt der
Ausgangsfigur Bildfigur
Dreieck
Quadrat

Fig.1

Versucht einen Zusammenhang zwischen Flacheninhalt der Ausgangsfigur und Flachen-
inhalt der Bildfigur in Abhangigkeit des Streckungsfaktors zu erkennen. Formuliert den
Zusammenhang in Form einer Gleichung.

3. Mit dem Pantograph zum Strahlensatz
Ihr habt bereits Erkenntnisse einerseits tiber die Lage der Leisten mit den Punkten W und

V sowie U und F, andererseits auch iber die Lage der Punkte S, F und F’ gewonnen. Nun
sollen speziell die Entfernungen der Strecken SF und SF’ untersucht werden.

W
sU
hier offensichtlich % Notiert fiir verschiedene Stellungen des Pantographen die Langen

der Strecken SF und SF’ und berechnet das Verhiltnis % Was stellt ihr fest?

Wiahlt zundchst wieder einen Pantographen, fiir den gilt: SU = UW. Das Verhaltnis - ist

Verwendet Pantographen mit verschiede-
nen Streckenverhaltnissen % und wieder-

holt eure Untersuchungen aus der vorheri-
gen Aufgabenstellung.

Betrachtet man die Leisten des Pantogra- F
phen und die gedachte Linie zwischen S Fig. 2
und F" als Strecken, entsteht eine Figur wie in Fig. 2.

Versucht mit den bisher gewonnenen Erkenntnissen den folgenden Satz in eurem Heft zu
vervollstandigen:

Fiir eine Figur wie in Fig. 2, bei der UF und WF’ ... verlaufen, gilt folgende Verhéltnis-
gleichung: ...

Die obige Vermutung ist ein Teil des ersten Strahlensatzes. Informiert euch in mathemati-
schen Nachschlagewerken iiber seine exakte Formulierung.

V Ahnlichkeit
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1 Magstéblich vergrofiern und verkleinern - Ahnlichkeit

Bei einer VergréBerung

sind die Quotienten ent-

sprechender Seitenldn-
gen groBer als 1. Sind
die Quotienten kleiner
als 1, so liegt eine Ver-
kleinerung vor.

Das Zeichen ~ fiir dhn-
lich ist aus dem umge-
kehrt liegenden S, dem
Anfangsbuchstaben
des lateinischen Wortes
,Similis" (Ghnlich), ent-
standen.

182 v Ahnlichkeit

VergrofRerte oder verkleinerte Bilder
haben Gemeinsamkeiten und sind doch
unterschiedlich.

Ob Modelleisenbahn, Foto, Landkarte oder Kopierer - mafistabliche Vergroflerungen oder
Verkleinerungen sind jedem schon begegnet. Um zu erkennen, was sich beim maf3stabli-
chen VergroBern und Verkleinern verandert und was unverandert bleibt, werden ein Drei-
eck (Original) und seine mit dem Kopierer erzeugte Vergréferung (Bild) betrachtet.

C

A B A B

Die Winkelgrofen wurden durch das Vergrofiern nicht verandert, nur die Seiten sind lan-
ger geworden. Misst man die Ldngen der Seiten, so wird ein Zusammenhang deutlich.

AB BC AC
kleines Dreieck 3cm 2cm 1,4cm
grofles Dreieck 45cm 3cm 21cm

Langenverhaltnis 45cm:3cm = % =3:2| 3cm:2cm =%= 3:2 | 21cm :14cm =%= 3:2
Dividiert man jeweils die Lénge einer Seite des grofieren Dreiecks durch die Lange der
entsprechenden Seite im kleineren Dreieck, so erhdlt man stets den gleichen Quotienten
k= % Man sagt: Die Langen entsprechender Seiten stehen in einem festen Langenver-
héltnis zueinander. Das Verhaltnis aus Lange der Bildstrecke zur Léange der zugehdorigen

Originalstrecke hei3t Maf3stab. Im angegebenen Beispiel betragt er 3:2 oder auch 1,5:1.

Diese Uberlegungen kann man auf beliebige Figuren iibertragen. Gehen zwei Figuren F,
und F, durch eine mafistébliche Vergroflerung oder Verkleinerung auseinander hervor,
stimmen sie in einander entsprechenden Winkeln und den Langenverhaltnissen einander
entsprechender Seiten lberein. Man nennt dann die Figuren zueinander dhnlich und
schreibt kurz F, ~ F,. Den Quotienten k nennt man deshalb auch Ahnlichkeitsfaktor.

Zwei Figuren heifden dhnlich, wenn die
Langenverhaltnisse einander entspre-
chender Strecken und einander ent-
sprechende Winkel gleich grof sind.

a C

b d 7 ’ 7 ’
w=x=y=zund a=o; =P y=Y; 0=23




Beispiel 1

In Fig. 1 sieht man einen Ausschnitt des
Nationalparks Sachsische Schweiz auf ei-
ner Autokarte. Auf dieser Karte betragt die
Entfernung zwischen den Orten Wehlen
und Rathen 1,7cm. In Wirklichkeit sind die
Orte Luftlinie aber 3,4 km entfernt.

a) Berechne den Mafistab der Autokarte.
b) Wie weit ist Bad Schandau Luftlinie von
Konigstein entfernt, wenn auf der Karte
der Abstand beider Orte 2,5cm betragt?
Losung:

Bildstreckenlange 17cm _ 147cm 1 . X
8) K = Griginalstreckenlange — 3.4km — 340000cm 200000 Der MaBstab betragt 1:200000.
25cm

b) Es gilt: m =—5—, damit x =500000cm. Beide Orte sind Luftlinie 5km entfernt.

Beispiel 2
a) Untersuche, ob je zwei der Vierecke in Fig. 2 dhnlich sind.
b) Zeichne ein zum Viereck EFGH &hnliches Viereck E'F'G'H’ mit dem Ahnlichkeitsfaktor 3.

F | L
A D E /
B C G H ] K
Fig. 2
Losung:
a) Vergleich der Winkel: Einander entsprechende Winkel in den drei Vierecken sind gleich
grofi.

Die Vierecke haben jeweils zwei rechte Winkel, einen Winkel von 45° und einen Winkel von
135°. Dies erkennt man daran, dass AB, EF und If jeweils diagonal durch die quadratischen
Kdstchen verlaufen. .
Vergleich der Seitenverhaltnisse (Vierecke ABCD und EFGH): % = % = % =
Die Quotienten aller einander entsprechender Seitenlangen sind gleich grof. Die Vierecke

ABCD und EFGH sind also ahnlich.

o||lx
>Hm‘
[N

Bei den Vierecken ABCD und IJKL ergeben Z;Z‘;;e’;;kez’ﬁ?n‘;c”h‘i
. . . . . . E’ H’ .

Sﬁch versJEKhledene Seitenverhaltnisse: Ghnlich, obwohl alle

a5 %, == % = g Also sind die Vier- v;;—:'r f;‘nanderker;tspre-/
chenden Winkel jeweils

ecke ABCD und IJKL nicht ahnlich. d - gleich gro8 sind!

b) Siehe Fig. 3. F

Die Winkel im Viereck E'F'G'H’ sind jeweils Fig.3

genauso grof3 wie die in EFGH. Die Seiten-
ldngen sind jeweils verdreifacht.

Aufgaben

1 Die Spurweite der Deutschen Bahn betrédgt 1435 mm. Welche Spurweite hat eine
HO-Modellbahn (MaBstab 1:87) und eine N-Modellbahn (Maf3stab 1:160)?
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2 Ubertrage die Tabelle in dein Heft und fiille sie aus.

Maf3stab 1:8 1:20 15:1 1:50000
Bildlange 45cm 1,3mm 2cm 3cm
Originalldnge 12m 2mm 4km 0,5mm

3 Mit einem Fotokopierer kdnnen Zeichnungen mafstablich vergrofert bzw. verkleinert
werden. Dabei ist anzugeben, wie viel Prozent der Originallange die Bildlange auf der
Fotokopie haben soll.

a) Berechne, auf wie viel Prozent der Kopierer einzustellen ist, wenn das Original im
Mafstab 1:4 verkleinert werden soll.

b) Ein Brief ist in Perlschrift (1,88 mm hoch) geschrieben. Er wird mit 120 % kopiert.
Ermittle die Hohe der Schrift in der Kopie.

4 250 Besorgt euch einen Stadtplan oder eine entsprechende Karte eurer Gemeinde.

a) Ubertragt mit Pergamentpapier den Ausschnitt in euer Heft, in den ihr euren Schulweg
eintragen konnt.

b) Zeichnet euren Schulweg ein und messt die Lange des Streckenzuges.

¢) Berechnet die wirkliche Lange mit Hilfe des angegebenen Mafstabs.

Uberlegt, warum diese Lange nur ein Ndherungswert fiir die wirkliche Lange sein kann.

5 Das Leipziger Volkerschlachtdenkmal besitzt eine Gesamthshe von 91m, der Berliner
Fernsehturm von 368 m. Welcher Maf3stab miisste gewahlt werden, damit diese Bau-

werke in ein DIN-A4-Heft gezeichnet werden kdnnen?

6 Zeichne auf kariertem Papier eine ahnliche Figur unter Verwendung des angege-

benen Ahnlichkeitsfaktors.
b)

Ahnlichkeitsfaktor k = %

a) ()

1cm
Ahnlichkeitsfaktor k =2

Ahnlichkeitsfaktor k = g

7 Zeichne ab und vergrofere zu einer dhnlichen Figur, die gerade noch in ein Quadrat
der Kantenldnge 10 cm hineinpasst. Welcher Ahnlichkeitsfaktor ist zu wihlen?

) b)
1cm /\

8 Gesprach beim Betrachten des Fotoalbums: ,Sieh mal Tina, Christina sieht ihrer
Schwester ganz schon dhnlich!”
Was ist gemeint? Vergleiche mit dem Begriff der Ahnlichkeit in der Mathematik.

a

(@)




9 Priife, ob je zwei der drei libereinan-
derliegenden Rechtecke in Fig. 1 dhnlich
sind. Bestimme gegebenenfalls den Maf3-

stab. j

Fig. 1
10 Berechne die fehlenden Seitenlangen der dhnlichen Figuren.

a) b) 5cm c) 4cm
4cm
9cm 2cm 6cm C]
2em 1em 2cm

Bist du sicher?

Untersuche die Sechsecke in Fig. 2 auf

Ahnlichkeit.

Ein Viereck ABCD ist durch die Punkte
A(1]1), B(4[1), C@2I3) und D(2]|2) ge-
geben. Zeichne das Viereck ABCD und mit
dem Ahnlichkeitsfaktor 4 ein zu ABCD &hn-
liches Viereck AB'C'D’.

11 Auf den Bildern ist jeweils die Pyramide vor dem Louvre in Paris zu sehen. Um das
Foto rechts zu erhalten, wurde das linke Foto mithilfe eines Computers bearbeitet.

. N
Ly & 3 I
P ) D ‘.'a__.-i'q_’,a. .r._"\

a) Beschreibe die Veranderungen, die sich durch die Bildbearbeitung ergeben haben.
b) Wie kann man mit dem Computer eine maf3stabsgerechte Vergrofierung erreichen?

12 Ein Dia des Brandenburger Tores hat die Groe 24mm x 36 mm. Davon sollen Ab-
ziige auf Fotopapier bestellt werden, die in den Formaten 9 x 13, 10 x 15 oder 13 x 18
angeboten werden (alle Angaben in cm).

a) Welche der Fotoformate sind zum Format des Dias dhnlich? Nenne weitere Formate,
die zum Format des Dias ahnlich sind.

b) Welche Folgen kann es haben, wenn das Fotoformat nicht dhnlich zum Diaformat ist?

13 Zeichnet eine Figur auf eine Folie. Legt die Folie auf den Overheadprojektor und rich-
tet diesen so ein, dass eine maBstabsgerechte VergréRerung mit dem Ahnlichkeitsfaktor
6 (10; 15) entsteht. Auf welche Einstellungen des Overheadprojektors miisst ihr achten,
damit die Figuren auf der Folie und an der Wand &hnlich sind?
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2 Zentrische Streckungen

Die Grundlage der zen-
trischen Streckung ist
die Zentralprojektion.

Das Streckungszentrum
S ist einziger Fixpunkt
einer Streckung mit
dem Streckungsfaktor
k #1. Fiir k=1 sind
alle Punkte Fixpunkte
(identische Abbildung).
Eine zentrische Stre-
ckung mit dem Stre-
ckungsfaktor k = -1 ist
gleichbedeutend mit
einer Punktspiegelung
an S.

186 v Ahnlichkeit

Mit einem verknoteten Gummiband
und einem Stift wird ein Bild vergrofiert.
Befestige dazu das Gummiband an einem
Punkt und bewege den Stift so, dass sich
der Knoten {iber die Linien der Vorlage
bewegt.

Bei einem Diaprojektor wird durch Lichtstrahlen, die von einer zentralen Lichtquelle aus-
gehen, ein vergroflertes Bild erzeugt. Nach einem ganz dhnlichen Prinzip kann auch in der
Ebene zu einer Ausgangsfigur (Original) eine vergrofierte Bildfigur konstruiert werden.
Dazu legt man einen Punkt S fest und zeichnet Geraden durch S und geeignete Punkte
des Originals.

Verlangert man alle Strecken von S zu den

Endpunkten des Originals, z.B. auf das D’ c
Doppelte, so erhalt man die Eckpunkte
einer vergrofBerten Bildfigur. Das blau ge-
zeichnete Viereck in Fig. 1 wird auf diese
Weise auf das rot gezeichnete abgebildet. / N B’
Diese Abbildung nennt man zentrische S B
Streckung mit dem Streckungszentrum S

und dem Streckungsfaktor k = 2.

Fig. 1

In Fig. 2 ist ein Dreieck an einem Streckungszentrum S zentrisch gestreckt. Wie in Fig. 1
sind die Eckpunkte der roten Bildfigur jeweils doppelt so weit vom Streckungszentrum S
entfernt wie die entsprechenden Eckpunkte der blauen Originalfigur.

Im Gegensatz zu Fig. 1 liegen hier jedoch Bild- und zugehdrige Originalpunkte jeweils auf
verschiedenen Seiten von S.

Dieser Sachverhalt wird durch das Vorzei-
chen des Streckungsfaktors beriicksichtigt:
Man sagt, dass das blaue Dreieck durch
eine zentrische Streckung mit dem nega-
tiven Streckungsfaktor k = -2 auf das
rote Dreieck abgebildet wird.

Bei einer zentrischen Streckung mit dem
Streckungszentrum S und dem Streckungs-
faktor k (k€ R) wird jeder Punkt P auf ei-
nen Punkt P’ wie folgt abgebildet:

(1) P’ liegt auf der Geraden durch P und S.
(2) Es gilt: SP’ = |k|-SP.

(3) Fir k>0 liegen P und P’ auf derselben
Seite von S, fiir k < 0 auf verschiedenen Seiten von S.
Der Punkt S wird auf sich selbst abgebildet (Fixpunkt).




Vergleicht man bei einer zentrischen Streckung die Originalfigur mit der Bildfigur, so stellt  Die Eigenschaften der
man folgende Eigenschaften fest: zentrischen Streckungen
(1) Original- und zugehériger Bildwinkel sind gleich grof} (Winkeltreue). werden hier der An-

(2) Jede Bildstrecke ist |k|-mal so lang wie die zugehdrige Originalstrecke.
(3) Jede Bildstrecke verlauft zur zugehorigen Originalstrecke parallel.

schauung entnommen,
auf eine Begriindung im
Sinne eines mathema-

tischen Beweises wird

Aus den Eigenschaften (1) und (2) folgt insbesondere: verzichtet.

Eine Figur und die durch zentrische Streckung erzeugte Bildfigur sind einander
ahnlich.

Beispiel 1 Zentrische Streckungen eines Dreiecks
Bilde das Dreieck ABC mit A(4|-2), B(8|-2) und C(4|4) durch eine zentrische
Streckung ab.

a) Streckungszentrum: 0(0]0); b) Streckungszentrum: C(4|4);
Streckungsfaktor: k =1,5 Streckungsfaktor: k=-0,5
Losung:

a) Dreieck ABC und Geraden OA, OB und OC zeichnen; OA, OB und OC von O aus auf das
1,5-Fache verldngern (Fig. 1), um die Bildpunkte A;, By, C; von A, B und C zu erhalten.

b) Cist Fixpunkt. Der Bildpunkt A, von A liegt auf der Verldngerung von AC iiber C hinaus
und ist halb so weit von C entfernt wie A. Entsprechend liegt der Bildpunkt B, von B auf der
Verliingerung von BC iiber C hinaus und ist halb so weit von C entfernt wie B (Fig. 2).

y B, A y
91
61
81
5l
7 +
4 C
64
3 -+
5 C B
21
4 +
1 -+
1 3 T
1 3 5 2 A S A
\ ; » o
_2-- A I I X
-3+ 1 2 34 5 -6 7 8 -9 10 1M

Beispiel 2 Bestimmung von Streckungszentrum und Streckungsfaktor

Untersuche, ob das Dreieck A'B'C’ in Fig. 2 durch eine zentrische Streckung aus dem
Dreieck ABC entstanden sein kann.

Losung:

Die Geraden durch einander entsprechende Punkte schneiden sich in einem Punkt (Fig. 2).
Die Ldngen entsprechender Seiten verhalten sich jeweils wie 1:3.

Das Dreieck ABC kann durch eine zentrische Streckung mit dem Streckungszentrum
S(4]12) und dem Streckungsfaktor k = —% auf das Dreieck AB'C" abgebildet werden.

Fig. 2

V Ahnlichkeit 187



Fiir I k| > 1 wird eine
Figur vergroBert, fiir
0 < Ikl <1 verkleinert.

A B
Fig. 1

Aufgabe 5 ldsst sich be-

sonders anschaulich mit
einer DGS ldsen.
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Beispiel 3 Berechnen und Anwenden des Streckungsfaktors

Eine zentrische Streckung bildet das Dreieck ABC mit den Seitenldngen a = 4cm,

b =5cmund c=7cm auf ein Dreieck AB’C' mit b’ = AC' = 4cm ab. Wie grof8 kann der
Streckungsfaktor sein? Wie lang sind die Seiten a’= B'C’ und ¢’ = AB’ des Bilddreiecks?
Losung:

Es gilt: |k| = % = ;'CT'; = 0,8. Der Streckungsfaktor kann 0,8 oder auch -0,8 sein.

In beiden Fallen gilt: a’=0,8-4cm=3,2cm und ¢'=0,8-7cm =5,6cm.

Aufgaben
1 Ubertrage ins Heft und strecke am Streckungszentrum S mit dem Streckungsfaktor k.
a)k=3 b)k=-2 c) k=05
F E x
C D c s
* A B
A B A B

2 Zeichne das Dreieck ABC mit A(2]1), B(4|-1) und C(5]3). Bilde das Dreieck durch
die zentrische Streckung mit dem Streckungszentrum S und dem Streckungsfaktor k ab.
a) SAI1); k=2 b) S(411); k=-0,5 c) SB12); k=3 d)S=B; k=-15

3 Die rote Figur ist durch eine zentrische Streckung aus der blauen Figur entstanden.
Wo befindet sich das Streckungszentrum? Wie grof} ist der Streckungsfaktor?

a) b) 0

4 Kann die rote Figur Bild der blauen Figur bei einer zentrischen Streckung sein?
Begriinde.

S

5 472 a) Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck wie in Fig. 1 und bilde es durch zentrische
Streckungen mit dem Streckungsfaktor k =2 ab. Wahle verschiedene Lagen fiir das Stre-
ckungszentrum und beobachte die Lage des Bilddreiecks.

b) Wie beeinflusst die Lage des Streckungszentrums die Lage des Bilddreiecks? Versucht,
das Streckungszentrum so zu platzieren, dass das Bilddreieck mit dem Ausgangsdreieck
keinen Punkt (genau einen Punkt) gemeinsam hat.



Bist du sicher?

Ubertrage die Figur in dein Heft und
fiihre eine zentrische Streckung an S mit D
dem Streckungsfaktor k = -2 durch.

Priife, ob sich das Dreieck ABC mit
A[1), B(5]12) und C(1|3) durch eine
zentrische Streckung auf das Dreieck mit A
A613), B'(15]6) und C'(3]9) abbilden B
lasst. Gib gegebenenfalls das Streckungs-
zentrum S und den Streckungsfaktor k an.

6 Ein Rechteck mit den Seitenldngen a =3cm und b =5cm wird durch eine zentri-
sche Streckung auf ein Rechteck abgebildet, dessen eine Seite 7,5cm lang ist. Wie lang
kann die andere Seite des Bildrechtecks sein?

7 Ubertrage die Figuren in dein Heft. Bestimme das Streckungszentrum und den
Streckungsfaktor der zentrischen Streckung.

a) b) )

Fig.1 Fig. 2 Fig. 3

8 Zeichne mit einer DGS ein Dreieck ABC — [m—"

und einen Punkt S auflerhalb des Dreiecks. v p— w
a) Bilde das Dreieck durch eine zentrische
Streckung mit dem Streckungszentrum S
und dem Streckungsfaktor k =2 auf das
Bilddreieck A'B'C’ ab. Uberpriife mithilfe
der Messwerkzeuge der DGS die Eigen-
schaften einer zentrischen Streckung.

£ AESTGNAN -

b) Wahle andere Streckungsfaktoren und e

bearbeite nochmals die Teilaufgabe a).
Fig. 4

9 In Fig. 5 wurde begonnen, eine Figur

und deren zentrisch gestrecktes Bild zu

zeichnen. Sowohl die Original- als auch die

Bildfigur sind noch unvollstandig.

a) Ubertrage Fig. 5 in dein Heft und ver-

vollstandige Original- und Bildfigur.

b) Ermittle die Lage des Streckungszent-

rums. Wie grof ist der Streckungsfaktor?
Fig. 5
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Uberlege, warum
/k2|= k2 ist.
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3 Flacheninhalte und Volumina

protz Umsatz (in Mio. €)
pr-agentar

Stolz prasentiert Herr Protz die

1,51 Bilanz seiner Firma: ,In nur einem Jahr
haben wir unseren Umsatz verdoppelt.
Die Grafik belegt dies mehr als deutlich

Jahr

14

2006 2007

In Fig. 1 wurde ein Dreieck zentrisch gestreckt. Das Ausgangsdreieck hat den Flachen-
inhalt A= %gh, das Bilddreieck den Flacheninhalt A = %g’h’. Wie die Streckenlangen
stehen auch die Flacheninhalte in einem festen Verhaltnis zueinander.

Fig. 1 Fig. 2

Wird ein Dreieck mit der Grundseite g und der zugehorigen Hohe h durch eine zentrische
Streckung abgebildet, so andern sich die Grof3en der Winkel nicht. Im Bilddreieck verlauft
h’ senkrecht zu g’ und ist damit Hohe auf g’ (Fig. 1). Mit dem Streckungsfaktor k lassen
sich im Bilddreieck die Langen der Grundseite g’ und der Hohe h’ berechnen. Es gilt

g =1lkl-g und h'=|k|-h. Damit erhdlt man

A =2g'h'=2(Ikl-g)- (Ikl-h)=1lk*-gh = k- Jgh = k2 A.

Da sich jedes Vieleck in Dreiecke zerlegen lasst (Fig. 2), gilt dieser Zusammenhang fiir
jedes Vieleck.

In gleicher Weise wie Figuren in der Ebene kdnnen Korper im Raum mit einem Stre-
ckungsfaktor k zentrisch gestreckt werden. Das bedeutet, dass auch im Raum Strecken
auf parallele Strecken der |k|-fachen Lange abgebildet werden und Gréflen von Winkeln
erhalten bleiben.

Aufgrund dieser Eigenschaften kdnnen die
obigen Gedanken zu den Flacheninhalten
der zentrisch gestreckten Figuren in der
Ebene auch auf Begrenzungsflachen von
Korpern im Raum tibertragen werden.

Wird zum Beispiel ein Wiirfel mit der Kan- i
tenlange a und dem Streckungsfaktor k |

zentrisch gestreckt, gilt fiir das Volumen V' sk
des Bildwiirfels a ; |
V' =@y =(lkl-a)®=[k*- a3 @

Fig. 3
Mit der Beziehung V' = a3 ergibt sich V' = |k[>- V. '8



Allgemein kann man feststellen:

Wird eine Flache mit dem Flacheninhalt A zentrisch gestreckt mit einem Streckungs-
faktor k, gilt fiir den Flicheninhalt der zugehérigen Bildflache: A’ =k2- A.

Wird ein Korper mit dem Volumen V zentrisch gestreckt mit einem Streckungsfaktor k,
gilt fiir das Volumen des zugehdrigen Bildkdrpers: V' = [k[* - V.

Beispiel 1 Streckung einer Flache

Ein Dreieck mit dem Umfang u =16cm und dem Flacheninhalt A =12cm? wird zent-

risch gestreckt. Das Bilddreieck hat einen Umfang u’ =12cm. Bestimme den Flachen-

inhalt A’ des Bilddreiecks.

Losung:

Zundchst berechnet man den Betrag des Streckungsfaktors und anschlieBend den Fléicheninhalt.  Der Umfang u einer

. u _12cm _12 _3 , 3\2 9.-12 Figur ist die Summe
Mit k| = = == folgt A’= k2-A= (Z) -12cm? = Tcm2 = 6,75cm> aller Seitenldngen.

“16cm 16
Esist u'=[k[-u.

Beispiel 2 Streckung eines Korpers

Von einer geraden quadratischen Pyramide mit der Grundkantenldnge a;=40cm und 2
der Seitenkantenldange m, =50cm wird parallel zur Grundflache eine kleine Pyramide A/

so abgeschnitten, dass die Seitenkantenlange der kleinen Pyramide m, =18cm betragt

(Fig. 1). Berechne die Kantenldnge a, der Deckflache des verbleibenden Pyramidenstump-

fes sowie den prozentualen Anteil des Volumens der kleinen Pyramide am Volumen der

Ausgangspyramide. a )
Losung: Fig. 1
Die Restpyramide ist das Bild der Ausgangpyramide bei einer zentrischen Streckung mit

M, _ 18cm

dem Faktor k =* = %. Damit ergibt sich a, = k| -a; = 2% -40cm =14,4cm.

my ~ 50cm

: 3
Wegen V' = |k|*-V und damit Vv = |k = (%) = 0,047 betragt der prozentuale Anteil 4,7%.

Aufgaben

1 Das Rechteck mit den Seitenldngen a und b wird mit dem Streckungsfaktor k
gestreckt. Berechne den Flacheninhalt des Bildrechtecks auf zwei verschiedene Arten.
a)a=45cm; b=8cm; k=2 b)a=10cm; b=55cm; k=-0,8

2 Erginze die folgenden Satze in deinem Heft.

a) Wenn eine Strecke mit der Lange 3cm mit dem Streckungsfaktor -2 zentrisch
gestreckt wird, dann ist die zugehérige Bildstrecke ...cm lang.

b) Die Bildstrecke bei einer zentrischen Streckung ist 6cm, die zugehorige Originalstrecke
4cm lang. Der Streckungsfaktor betragt ... oder ...

¢) Ein Dreieck mit dem Flacheninhalt A =10cm? wird mit einem Streckungsfaktor k = 4
zentrisch gestreckt. Das Bilddreieck besitzt einen Flacheninhalt von ...cm?

d) Ein Quader mit dem Volumen V = 2cm? wird auf ein Volumen von V' =54cm? zent-
risch gestreckt. Der Streckungsfaktor betragt entweder k= ... oder k= ... Eine Seiten-
flache des Bildquaders ist ... mal so grof? wie die zugehdrige Seitenfldche des urspriing-
lichen Quaders.
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Original  Bild
k | 16cm
A 2cm? | 32cm?
v 320cm?
Tab. 2
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3 Strecke mit dem angegebenen Stre- a)
ckungsfaktor k und dem eingezeichneten ¥ A RERg!
Streckungszentrum S. Ermittle die Flachen- B

inhalte von Original- und Bildfigur.

Fig.1
4 7eichne ein Dreieck ABC mit A(3|1), B(6]1), C(5]3) und den Punkt S(1]2).
Strecke das Dreieck ABC zentrisch am Punkt S mit dem Streckungsfaktor k = -2.
Bestimme die Flacheninhalte von Original- und Bilddreieck.
5 Wie andern sich Flacheninhalt und .
. . .. . Format Preis (in €)

Umfang eines Vielecks bei einer zentri-
schen Streckung mit dem Streckungsfaktor 7x10 0,09
a)k=5 by k=-3, o k=3? 9x13 019

10 x 15 0,29
6 Ein Fotolabor bietet Abziige in ver- 13 x18 0,44
schledgnen I‘:orma‘ten an‘(Ta‘b. 1. 20 x 30 0,99
Vergleiche die Preise derjenigen Formate,
die einander ahnlich sind, mit dem jewei- 40 x 60 219
ligen Bedarf an Fotopapier. Tab.1

7 a) Ein Vieleck wird zentrisch gestreckt. Alle Lingen werden dabei um 25% verlangert.
Berechne, um wie viel Prozent sich sein Flacheninhalt vergrofert hat.

b) Durch eine zentrische Streckung wird das Volumen eines dreiseitigen Prismas ver-
doppelt. Welche Aussagen kannst du tiber den Streckungsfaktor machen?

8 Ubertrage Tab. 2, die fiir eine zentrische Streckung einer Pyramide gilt, in dein Heft
und fiille sie aus. Dabei sei k die Lange einer Seitenkante, A der Flacheninhalt der Grund-
flache und V das Volumen der Pyramide.

Bist du sicher?

Ein Wiirfel mit einem Volumen von 27cm? wird mit einem Streckungsfaktor k =2
zentrisch gestreckt. Berechne vom Bildwiirfel
a) das Volumen, b) den Flacheninhalt einer Seitenflache.

9 ,Fish&Fun” bietet quaderférmige Aqua-
rien an (Fig. 2), deren Kantenldngen sich /\ 288 Liter
jeweils wie 6:2:3 verhalten. |

a) Welche zentrische Streckung bildet den /I | 144 Liter
kleinsten Quader auf jeweils einen der gro- =
Beren Quader ab? Was kannst du iiber den /1 72 Liter:‘ =

jeweiligen Streckungsfaktor aussagen? 1 !
P 36 Liter r|- a

b) Wie lang, wie breit und wie hoch sind
die Aquarien in Fig. 2? Berechne.

Fig .2

10 Durch den Mittelpunkt einer Seitenkante einer Pyramide verlauft parallel zur Grund-
flache der Pyramide ein ebener Schnitt. Dieser zerlegt die Pyramide in eine kleine Pyrami-
de und einen Pyramidenstumpf. Zeige, dass das Volumen des Pyramidenstumpfes 87,5%
des Volumens der Ausgangspyramide betragt.



4 Strahlensatze

Wenn man sich geschickt im Son-
nenlicht aufstellt, fallt der Endpunkt des
Korperschattens mit dem Endpunkt des
Baumschattens zusammen. Um die Baum-
hohe berechnen zu kénnen, miisste man
noch Langen messen ...

Viele nicht direkt messbare Strecken lassen
sich bestimmen, wenn andere Langen be-
kannt sind. Oft kann man die Berechnung
auf eine so genannte Strahlensatzfigur (Fig. 1)
zuriickfiihren. In ihr werden zwei Strahlen
mit gemeinsamem Anfangspunkt S von zwei
parallelen Geraden g und g’ geschnitten.

Fig. 1

Da g’ zu g parallel ist, gibt es eine zentrische Streckung mit dem Streckungszentrum S
und einem Streckungsfaktor k (k > 1), sodass g’ das Bild von g ist. Dabei sind A" und B’
die Bildpunkte von A und B. Fiir die Langen der Strecken SA’ und SB’ gilt SA" =k - SA und
SB’ = k - SB. Wegen 2 =k und S;% =k folgt fiir die Abschnitte auf den Strahlen 2:’: -E

SA - o
Auch die Streckenverhaltnisse % und % stimmen Uberein, denn mit AA’ = SA' - SA und

BB =SB’ - SB AN _SK-SA _ SN _SA _ _ BB _SB-SB_SB _SB_ | _
BB’ = SB’ - SB folgt = = = " a-k-1und 2 = 5 gk

Dieser Sachverhalt wird auch als 1. Strahlensatz bezeichnet.

Wegen AB’=k-AB ist % =k, und das Verhaltnis der Parallelenabschnitte stimmt

. e SA' _ SB' _, - . . AB _SA'
mit diStrEkenverhaltnlssen A k und 5 k tberein. Es gilt also A5~ SA
und % = %. Dieser Sachverhalt wiederum wird als 2. Strahlensatz bezeichnet.
1. Strahlensatz
In jeder Strahlensatzfigur verhalten sich g g
die Abschnitte auf einem Strahl wie die ’/
entsprechenden Abschnitte auf dem B’
. SA"_SE AN _EE’ B
anderen: Ao und A oo

2. Strahlensatz
In jeder Strahlensatzfigur verhalten sich
die Abschnitte auf den Parallelen wie die

von S aus gemessenen entsprechenden A
Abschnitte auf jedem Strahl: allg A
o I

- SA AB _ 5B
IR und IR

S

Beachte beim

2. Strahlensatz:

Die zu einem Parallelen-
abschnitt gehérenden
Strahlenabschnitte wer-
den stets jeweils von S
aus gemessen!
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Weiterer méglicher An-
satz zur Berechnung der
Strecke a im Beispiel 1:
a 2

374

Tipp zum Losen von Ver-
hdltnisgleichungen:
Multipliziere

,lber Kreuz"!
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Beispiel 1

In Fig. 1 sind die Geraden g und h parallel.

Berechne die Langen der Strecke a und
der Strecke b.

Losung:

Man berechnet a mit dem 1. Strahlensatz:

212-% also 3+a=45 und a=15.

Man berechnet b mit dem 2. Strahlensatz:

b _6 _
24 =3, also b =36.

Beispiel 2

In ein Dachgeschoss mit einer Hohe von
4,80m soll in einer Hohe von 3,20 m eine
Decke eingezogen werden. Wie lang muss
ein durchgangiger Deckenbalken sein?
Losung:

Skizze (Maf3e in cm): . T
x|, _\_‘\_\ ‘

B 4,8
32 \

/ 36 T <

Aufgaben

(Maf3e in cm)

Fig. 1

4,80m

720m

Decke und Boden sind parallel.
Ansatz mit 2. Strahlensatz:

x _48-32 1636
36~ 4s und x=-72—=12

Der Deckenbalken muss 2,40 m lang sein.

1 In der Zeichnung ist g parallel zu h. Berechne die fehlenden Langen (Mafe in cm).

2 In der Zeichnung ist g parallel zu h. Welche Verhéltnisse sind gleich?

b)




3 Berechne die Lange der Strecke iiber dem See.

Begriinde, warum in
Aufgabe 3 jeweils eine
Strahlensatzfigur vor-
liegt.

4 Um die Hohe des Kirchturmes zu er- |
mitteln, werden zwei Stidbe AB und CD mit
den Langen 1,4m und 2,1m so aufgestellt,
dass Uber sie die Spitze des Kirchturmes
angepeilt werden kann. Die Abstande
AC=15m und CE =200m wurden ge- B‘_D,——'
messen. Wie hoch ist der Kirchturm? _ﬁ[l
A C

Bist du sicher?

Die Geraden g und h in Fig. 1 sind parallel. Berechne die Langen a und b.

Wie hoch ist der Fernsehturm in Fig. 2, wenn d =1,8cm; g =64cm und e =2,6km
betragen?

(Maf3e in cm) T i

e 1
Fig. 1 Fig. 2

5 Mit Messkeil und Messlehre kann man kleine Offnungen und kleine Dicken messen.

Bestimme die Weite der Offnung des Werkstiicks und die Dicke des Drahtes. Beschreibe Aufbau und
Wirkungsweise von
Messkeil und Messlehre.

L o
plps

10cm

6 Begriinde oder widerlege die fol-
genden Aussagen.

. - 2o AN _ AP
a) In jeder Strahlensatzfigur gilt == AB

; ; .. AB _ AB
b) In jeder Strahlensatzfigur gilt T = 2.

¢) In einer Figur sind stets entweder beide
Strahlensatze anwendbar oder keiner.
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Ein mathematischer
Satz ist umkehrbar,
wenn man beim Vertau-
schen von Vorausset-
zung und Behauptung
eine wahre Aussage
erhdlt. Sind die Strah-
lensdtze umkehrbar,

miisste aus den entspre-

chenden Verhdltnisglei-
chungen die Parallelitét
von g’ und g folgen.

Informiere dich iiber die
Vorgehensweise beim
indirekten Beweis.

Begriinde mit Fig. 2,

dass der 2. Strahlensatz
nicht umkehrbar ist.

Skizziere dir den Sach-
verhalt in Aufgabe 10.
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Info
Umkehrbarkeit der Strahlensdtze

Man nimmt an, dass % =
g’ nicht parallel zu g ist (indirekter
Beweis). Dann existiert eine Gerade h’
durch A’ mit h' parallel zu g (Fig. 1).
Nach dem 1. Strahlensatz wiirde gel-
T Das heif3t aber, dass
C’' =B’ und damit ist g’ doch paral-
lel zu g. Damit ist gezeigt, dass der
1. Strahlensatz umkehrbar ist.

W _AB
Dagegen folgt aus — nicht, dass
g’ parallel zu g sein muss (Fig. 2). Der
2. Strahlensatz ist nicht umkehrbar.

SB’ .
= gilt und

Fig.1
ten: '

Fig. 2

7  Priife rechnerisch, welche der Geraden g, h, k in Fig. 3 zueinander parallel sind.

8 a Begriinde mithilfe eines Strahlensatzes, dass die Rechtecke ABCD und AB’C'D’ in
Fig. 4 den gleichen Flacheninhalt haben.

b) Verwandle wie in Fig. 4 ein Rechteck mit a = 4cm und b = 6cm in ein flaichengleiches
Rechteck, bei dem eine Seite 3cm lang ist.

g h k
NS / D’ a’ c

b’

X’ .

A B a B
Fig. 3 Fig. 4
9 Zeige: Wenn die Geraden g und h in
Fig. 5 zueinander parallel sind, so gilt ¢ = 5.
10 Ein Mast steht in 90m Entfernung von X ¢
einer 8m hohen Mauer. Steht man 15m 2
weit hinter der Mauer, so sieht man einen
kleinen Teil des Masts uber die Mauer ra-
gen. Steht man 45m weit hinter der Mau- c d h
er, sieht man doppelt so viel vom Mast.
Berechne die Hohe des Masts.
Fig. 5



5 Erweiterung der Strahlensatze

Mithilfe von sogenannten Loch-
kameras wurden bereits im 16. Jahrhundert
Landschaften und Gegenstande exakt ver-
kleinert gezeichnet.

In Fig. 1 werden zwei Geraden, die sich im
Punkt S schneiden, von parallelen Geraden
g und g’ geschnitten. A" und B’ kdnnen als
Bildpunkte von A und B bei einer zentri-
schen Streckung mit dem Streckungszent-
rum S aufgefasst werden. Der Streckungs-
faktor k ist dabei negativ, und es gilt:

SA' =k - SA, also 2:':=k sowie SB’ =k - SB,

B _ L K _SE
ﬂsoﬁ =k und damit = =550
AN _SK+SA _SK | SA _ .
- = "t k+1 sowie
BB’ _SB'+SB _ SB' | SB _ it AN _BE
- 5 " ts-kt+1unddamit o= _
Da bei dieser zentrischen Streckung auflerdem A'B’ =k - AB und damit /% =k gilt,
. L - AB _SA’ A'B’ _ SB’
ergeben sich auch hier die Gleichungen A - oA und TSR

punkt S von zwei Parallelen geschnit-
ten, so gelten die Strahlensatze.

Strahlensitze ~ g g

Werden zwei Geraden mit dem Schnitt- B
x
B’\

S
SN _SB | AN _BE
1. Strahlensatz: A" <8 und SA - <p° R
_AB _SA AB _ SB A ¢elg
2. Strahlensatz: B und A5 - S8

Beispiel 1

In der Figur ist allb. Berechne x und y.
Losung:

Nach dem 1. Strahlensatz gilt

y_55 55-2

2=%2 also y = 23 =5

Nach dem 2. Strahlensatz gilt

X _ 22 22-4 _

4= 7550 also x="55"=16. (MaRe in cm)

Damit kénnen in der
Definition der Strahlen-
satzfigur die zwei Strah-
len mit gemeinsamen
Anfangspunkt auch
durch zwei sich schnei-
dende Geraden ersetzt
werden.
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Leonardo da Vinci
(1452 -1519), italie-
nischer Kiinstler, Archi-
tekt, Anatom, Mecha-
niker und Ingenieur
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Beispiel 2

Die beiden Gelandepunkte A und B sind
durch einen See getrennt. Um die Entfer-
nung zu bestimmen, wurde gepeilt und
gemessen.

Berechne die Entfernung von A nach B.
Losung:

Man erkennt eine Strahlensatzfigur mit dem
Schnittpunkt B.

Nach dem 1. Strahlensatz gilt:
X_ _ 560 _ 560-180 _
780 = 240+ IS0 x =55 = 420.

Die Entfernung zwischen den Geldnde-
punkten A und B betragt 420 m.

Aufgaben

1 Stelle mithilfe der Strahlensitze Verhiltnisgleichungen fiir Fig. 1 auf.

Fig.1

2 Erginze so, dass die Verhaltnisgleichung fiir Fig. 2 erfiillt ist.

a_nDo s_d atb_nD b atb_nD b+c_ i
Dp=e  Pitg o -7  dgsp &% -3 Ni5-g

3 Die Parallelen werden von zwei Geraden geschnitten. Berechne die fehlenden Langen
(Maf3e in cm).

4 Leonardo da Vinci (1452-1519) schlug
vor, die Breite eines Flusses wie in der ne-
benstehenden Zeichnung zu bestimmen.
Erlautere das Verfahren, mit dem man die
Breite berechnen kann, und bestimme die
Flussbreite, wenn die folgenden Gréfien
gemessen werden:

BC=1m, AB=20cm, AD =1,5m.

Fig. 3
5 424 Bestimmt mit dem Verfahren aus Fig. 3 Absténde in eurer Umgebung wie Schul-
hoflange, Straflenbreiten und Sprortplatzmafie. Ihr bendtigt dazu eine Messlatte, zum
Beispiel einen Hochsprungstinder, ein Maftband und - die Strahlensétze. Uberlegt auch,
wie ihr den in Fig. 3 mit A bezeichneten Punkt moglichst genau bestimmen konnt.



6 Die Punkte A und B liegen am Rand

einer Schlucht (Fig. 1). Um den Abstand AB

bestimmen zu kdnnen, werden in ebenem 500 m
Gelande folgende Langen gemessen: R 0 B
QA =500m; QS =200m; RS =240m.
Berechne die Lange der Strecke AB.
Erldutere deine Vorgehensweise. Fig.1

240m < 200m

Bist du sicher?

Berechne x, y und z in Fig. 2 (Maf3e in cm).

glihllk

Fig. 2 Fig. 3

Um die Breite eines Flusses von einer Uferseite aus zu bestimmen (Fig. 3), werden die
Strecken a=15m; b =60m und c =48m gemessen. Bestimme die Flussbreite.

7 In Fig. 4 ist die Wirkungsweise einer
Lochkamera schematisch dargestellt. MitG 1 ---.___
und B werden die Gegenstandsgréfie und
die Bildgrofle bezeichnet, mit g und b die
Gegenstandsweite und Bildweite.

Wie grof3 wird ein 114 m hoher Turm in
180 m Entfernung abgebildet, wenn die
Bildweite 45cm betragt?

8 Entfernungen im Gelande kénnen mit
dem so genannten Daumensprung abge-
schatzt werden. Dabei peilt man einen
Gegenstand nacheinander mit dem linken

und dem rechten Auge an. ‘ "
Ist eine Grofle im Gelande bekannt, lasst

sich die zweite mittels Augenabstand und

Armlange abschatzen.

a) Wie weit steht Anke vom Dorf entfernt,

wenn sie es mit einem Daumenspung ab-
deckt?

Fig. 5

Augenabstand a = 6cm
Armlange | =58cm
Dorfbreite z = 0,7km a z
b) Miss deine Armlange und deinen Au-
)

genabstand und schatze Entfernungen im

Gelande. Fig. 6
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Maurits Cornelis Escher,
(1898 -1972), niederldn-
discher Kiinstler

Bei einer Verket-
tung von Abbil-
dungen werden
mehrere Abbildun-
gen nacheinander
ausgefiihrt.
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6 Ahnlichkeitsabbildungen

Im Bild von M. C. Escher ist nur fiir
Rochen Platz, die sich untereinander auch
noch sehr ahnlich sehen.

Das sieht Escher mal wieder ahnlich.

Bildet man eine Figur durch eine Achsenspiegelung, Punktspiegelung, Drehung oder Ver-
schiebung ab, so bleiben die GroBen der Winkel und die Seitenlangen der Figur unveran-
dert. Dabei entsteht eine deckungsgleiche, also kongruente Bildfigur. Diese Abbildungen

heiflen deshalb auch Kongruenzabbildungen. Zwei kongruente Figuren lassen sich immer
durch Kongruenzabbildungen aufeinander abbilden.

Sind zwei dhnliche Figuren gegeben, so kann man stets eine der beiden Figuren durch
eine zentrische Streckung so vergroflern oder verkleinern, dass das Bild zur anderen ge-
gebenen Figur kongruent ist. Die gestreckte Figur lasst sich dann wie oben beschrieben
durch eine Kongruenzabbildung auf die zweite Figur abbilden.

Durch zentrische Streckungen und ihre Verkettungen mit Kongruenzabbildungen
werden stets Bildfiguren erzeugt, die zur jeweiligen Originalfigur dhnlich sind.
Zentrische Streckungen und ihre Verkettungen mit Kongruenzabbildungen heiflen
Ahnlichkeitsabbildungen.

Bemerkung:

Das Verketten einer zentrischen Streckung und einer Kongruenzabbildung ist nicht kom-
mutativ, das heif3t: Vertauscht man die Reihenfolge der Abbildungen, so ergeben sich im
Allgemeinen unterschiedliche Bilder.

Beispiel 1 y

Beschreibe, wie man das Dreieck ABC U W

durch eine Ahnlichkeitsabbildung auf UVW T

abbilden kann. 4t

Losung: C B

Streckt man das Dreieck ABC vom Zentrum T

S(-0,5[1) aus mit dem Streckungsfaktor 2+

k =2 und spiegelt anschlieRend das Zwi- i

schenbild an der y-Achse, so erhdlt man A v

das Dreieck UVW. T LS T o [ T T3 A1
-1+




Beispiel 2

Zeichne das Dreieck ABC mit A(-2|-2); Losung:
B(0/0); C(-3|3) sowie M(4]|1) und S(5|4).

Bilde das Dreieck durch folgende Ahnlich- 3
keitsabbildung ab: zentrische Streckung
mit Streckungszentrum S und k= 0,5, an- c 34
schlieende Drehung um 45° um M.
Beschreibung der Konstruktion: B
1. Zeichne das Dreieck ABC und die Punkte

M und S. I W RS I -
2. Strecke ABC von S aus mit k = . 43\ B gl 34
Man erhlt ein Dreieck A*B*C* T A

3. Drehe A*B*C* um 45° um den Punkt M. -2l
Man erhdlt das Bilddreieck A'B'C'.

Aufgaben

1 Gib jeweils an, wie man das Dreieck

ABC durch eine Ahnlichkeitsabbildung c
a) auf das Dreieck ADE,

b) auf das Dreieck BFG

abbilden kann. AT7E B

2 Begriinde: Es gibt keine Ahnlichkeits-

abbildung, die D c
a) das Rechteck ABCD auf das Rechteck D’ (o4
A'B'C’'D’ abbildet,

b) ein Dreieck mit den Winkeln 32° und 68°
auf ein rechtwinkliges Dreieck abbildet. A=A B B

3 Zeichne das Dreieck ABC mit A(4|4); B(6|5) und C(4|8) in ein Koordinatensystem.
Bilde das Dreieck ABC durch folgende Ahnlichkeitsabbildung ab.

a) zentrische Streckung mit S(2|5) und k = 2, Spiegelung an der Geraden durch A und C
b) zentrische Streckung mit Streckungszentrum A und k = %, Drehung um A um 90°

¢) Wie verhalten sich die Flacheninhalte der Bildfiguren aus a) und b) zueinander?

d) Welche Ahnlichkeitsabbildung bildet die Bildfigur aus b) direkt auf die aus a) ab?

4 a) Wie kann man durch eine Ahnlichkeitsabbildung das griine Quadrat in Fig. 1 auf
das rote bzw. das rote Quadrat auf das blaue abbilden?

b) Wie lasst sich das griine Quadrat unmittelbar auf das blaue abbilden?

¢) Wie verhalten sich die Flacheninhalte der drei Quadrate zueinander? Begriinde.

d) Das griine Quadrat ist 2cm? grof3. Welchen Flacheninhalt hat das 10. Quadrat, wenn
man die Figur in gleicher Weise durch weitere Quadrate fortsetzt?

5 Begriinde oder widerlege die folgenden Aussagen:

a) Zwei kongruente Figuren sind stets ahnlich.

b) Jede Ahnlichkeitsabbildung ist eine Kongruenzabbildung.

¢) Durch Ahnlichkeitsabbildungen werden die Seitenldngen einer Figur immer verindert.
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7 Ahnliche Dreiecke

Q / Bei der Suche nach dhnlichen Drei-
ecken ist die Gleichfarbigkeit nicht wirklich

Kongruenzsatz wsw:
Zwei Dreiecke sind
kongruent, wenn sie

in einer Seitenldnge
und zwei Winkelgréfien
iibereinstimmen.

Informiere dich im
Tafelwerk iiber den
Wortlaut der Kongru-
enzsdtze sss, sws und
SsW.
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eine Hilfe.

Um die Ahnlichkeit zweier Figuren zu iiberpriifen, miissen sowohl die Winkelgréfien als
auch die Verhaltnisse der Seitenlangen verglichen werden. Bei Dreiecken ist ein solch
grofBer Aufwand nicht notig.

Die Dreiecke ABC und A'B'C’ in Fig. 1 stim-
men in den Winkelgréf3en aller drei Winkel
Uberein. Sind sie damit auch ahnlich?

Man streckt das Dreieck ABC so, dass zum
Beispiel A"B” als Bildstrecke von AB ge-
nauso lang ist wie A'B’. In Fig. 1ist A als
Streckungszentrum gewahlt, fiir den Stre-
ckungsfaktor k gilt: A”"B” =k -AB = A'B’. Fig.1
Da die Winkelgrofien bei einer zentrischen Streckung unverandert bleiben, stimmen die
Dreiecke A"B”C"” und A'B'C’ in einer Seitenlange und ihren zugehdrigen Winkelgrofien
Uberein. Nach dem Kongruenzsatz wsw sind sie damit kongruent. Damit existiert eine
Ahnlichkeitsabbildung, die das Dreieck ABC auf das Dreieck A’B’C’ abbildet. Also sind
zwei Dreiecke, die in ihren WinkelgroBen libereinstimmen, zueinander ahnlich. Wegen der
bei Dreiecken konstanten Innenwinkelsumme von 180° geniigt zur Feststellung der Ahn-
lichkeit schon die Ubereinstimmung in zwei Winkelgréfen (Hauptéhnlichkeitssatz).

Haupté&hnlichkeitssatz fiir Dreiecke (ww) c

Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie in C //>\

der Grofle zweier Winkel {ibereinstim-

men. AMB Ar (04 B B/
Bemerkung:

Mithilfe der Eigenschaften der zentrischen Streckung und der Anwendung der Kongru-
enzsitze sss, sws und SsW lassen sich in Anlehnung an die obigen Uberlegungen noch
drei weitere Ahnlichkeitssitze begriinden.

Zwei Dreiecke sind aufierdem zueinander ahnlich, wenn sie

- in den allen Verhaltnissen einander entsprechender Seiten iibereinstimmen oder

- in einem Winkel und den Verhaltnissen einander entsprechender am Winkel anliegen-
der Seiten {ibereinstimmen oder

- in den Verhadltnissen je zweier entsprechender Seiten und dem Gegenwinkel der
jeweils grofleren Seite Ubereinstimmen.



Beispiel 1 Uberpriifen von Dreiecken auf Ahnlichkeit

a) Priife, ob ein Dreieck mit Winkeln der Grofie 35° und 100° und ein Dreieck mit Winkeln
der GrofBe 35° und 45° dhnlich sind.

b) Priife, ob ein Dreieck mit den Seitenlangen 3cm; 4cm; 5cm und ein Dreieck mit den
Seitenlangen 4,5cm; 7,5cm; 6 cm ahnlich sind.

Losung:

a) Mit dem Winkelsummensatz ergibt sich fiir die jeweils dritte Winkelgrofle

180° - (35° + 100°) = 45°; 180° - (35° + 45°) = 100°.

Damit stimmen die beiden Dreiecke in allen drei Winkelgréfen tberein und sind ahnlich.
b) Um die einander entsprechenden Seiten zu finden, ordnet man die Seitenlangen

jeweils der Grof3e nach. Der Vergleich der entsprechenden Langenverhaltnisse er-
75cm _ 6cm _ 45cm
5¢cm ~ 4cm  3cm

=1,5. Damit sind die beiden Dreiecke dhnlich zueinander.

Beispiel 2 Anwenden der Ahnlichkeit bei Beweisen Erinnere dich:

Es ist zu beweisen, dass die Dreiecke BCE Wenn die Dreiecke

und AED in Fig. 1 zueinander &hnlich sind. ABC und DEF dhnlich

Lésung: sind, schreibt man kurz

AABC ~ ADEF.

Voraussetzung: A, B, C und D liegen auf ein

und demselben Kreis k.

Behauptung: ABCE ~ AAED

Beweis: (1) o = (Scheitelwinkelsatz)
(2) vy =0 (Peripheriewinkelsatz)

Aus (1) und (2) folgt nach dem Haupt-

ahnlichkeitssatz: ABCE ~ AAED w.z.b.w.

Fig. 1
Beispiel 3 Anwenden der Ahnlichkeit bei Konstruktionen s4: Seitenhalbierende
Konstruiere ein Dreieck ABC mit c:b =2:1; o =50% s, =3cm. der Seite a
Losung:
Voriiberlegungen: Man konstruiert zundichst eine Hilfsfigur derart, dass in der Hilfsfigur und C
der gesuchten Figur entsprechende Seiten parallel sind und dasselbe Ldngenverhdltnis ha-
ben. Danach streckt man die Hilfsfigur geeignet zentrisch. Man wdéhlt im Beispiel z.B. eine
Hilfsfigur AAB'C' mit ¢'=2cm; b’=1cm; o = 50°.
Beschreibung:
1. Zeichne ¢’ mit den Endpunkten A und B’
2. Trage Winkel o und an dessen freiem
Schenkel b" ab. Man erhalt AAB'C".
3. Konstruiere die Seitenhalbierende s,
der Hilfsfigur und verlangere sie Giber M’

A B’ B
Hilfsfigur

hinaus.

4. Trage s, von A aus ab. Man erhalt M.

5. Zeichne die Parallele zu B'C’ durch M A. . Bt N _?

und man erhilt B und C. Zeichnung nicht in Originalgrofie Fig. 2
Aufgaben

1 Priife, ob das Dreieck mit den angegebenen Winkeln zu einem Dreieck mit Winkeln
von 55° und 30° ahnlich ist.
a) o =75°% B =55° b) B =30°% y=95° ¢) o =55°% y=105°
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D
EB||DC
E
A B C
Fig.1
D E
DE||AB C
A
B
Fig. 2
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2 Priife, ob das Dreieck mit den angegebenen Seitenldngen zu einem Dreieck mit den
Seitenlangen 3cm; 6¢cm und 5cm dhnlich ist.
a) 4cm; 6cm; 7cm b) 10cm; 6cm; 12cm ¢) 9cm; 15cm; 12cm

3 Suche in den Fig. 1 und 2 ahnliche Dreiecke. Begriinde deine Entscheidung.
Nenne einander entsprechende Seiten in den Dreiecken.

4 Konstruiere ein Dreieck ABC, das den gegebenen Bedingungen geniigt.

a)a:b=4:5 y=280°% s.=4cm b)  =55°% c=52cm; a:c=3:4
) a=119% w =24cm; b:c=9:7 d)a:b:c=2:3:4; s.=3cm
e)a:b:c=5:3:6; h.=3cm f) B=53% y=85% s,=5cm

5 Konstruiere ein Rechteck mit der Diagonalenldnge e = 5cm, dessen Seitenldngen
sich wie 3:2 verhalten.

6 Die Dreiecke ABC und ABD in Fig. 3 sind gleichschenklig mit AC = BC = 41cm und
AB =AD =29cm.

a) Zeige, dass die Dreiecke ABC und ABD &hnlich sind.
b) Wie lang ist die Strecke BD? C
7 Zeichne ein Dreieck ABC mit a = 6cm; A
b=4cm und c=7cm. Konstruiere tiber
der Seite AC ein dhnliches Dreieck ACD,
sodass der Seite AB im Dreieck ABC die 41cm
Seite AC im Dreieck ACD entspricht.

Mit welchem Ahnlichkeitsfaktor wird das
Dreieck ACD gezeichnet?

Wie verhalten sich die Flacheninhalte der
beiden Dreiecke? A 2,9cm B

Fig. 3
8 Beweise.

a) Zwei rechtwinklig gleichschenklige Dreiecke sind stets dhnlich zueinander.

b) Zwei gleichseitige Dreiecke sind stets ahnlich zueinander.

9 a) Beweise, dass fiir jedes Trapez E
ABCD (AB¢CD) mit dem Diagonalen- c
schnittpunkt S gilt: AABS ~ ADSC.

b) Begriinde.

In einem Trapez teilen sich die Diagonalen
im Verhaltnis der Grundseiten.

A B

D Fig. 4

10 Beweise die Ahnlichkeit der Dreiecke ABC und ADE in Figur 4.

Bist du sicher?

a) Begriinde, dass die Dreiecke ACB
und CDE ahnlich sind.
b) Berechne die fehlenden Seitenldangen
fir AB =75cm; BC =19,5cm;
CD =10,8cm und DE = 4,5cm.




11 a) Konstruiere ein Dreieck ABC mit a =4cm; b = 6cm; Yy = 80° und ein zweites Drei-

eck DEF, in dem bei F ein Winkel von 80° von einer 5,2cm langen und einer 7,8 cm langen

Seite eingeschlossen wird. Begriinde mithilfe einer zentrischen Streckung und eines Kon-

gruenzsatzes, dass die Dreiecke ABC und DEF &hnlich sind.

b) Begriinde nun allgemein den folgenden Ahnlichkeitssatz: Zwei Dreiecke sind zueinan- Hinweis:

der dhnlich, wenn sie in den Verhiltnissen zweier einander entsprechender Seiten und Orientiere dich am
dem von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen. Lehrtext auf Seite 202.

12 Gegeben ist ein Rechteck ABCD. Fallt
man wie in Fig. 1 von A und von C aus
jeweils das Lot auf die Diagonale BD,

so ergeben sich verschiedene Dreiecke.

a) Welche Dreiecke sind dhnlich? Beweise.
b) Es gelte: a=8cm und b =6cm.
Berechne die Ladngen der Seiten der
Dreiecke ABE und AED.

¢) Zeige durch Vergleich geeigneter

Streckenverhaltnisse, dass AE%=ED-BE.

A a B Fig.1

13 Im Dreieck ABC (Fig. 2) schneiden sich
die Seitenhalbierenden in einem Punkt S.
Beweise, dass AS:SD = BS:SE =2:1 gilt.
(Hinweis: Zeige zunachst, dass gilt:
AB||ED.)

14 25 Forster bestimmen die Hohen von
Baumen mithilfe eines Dreiecks, zum Bei-
spiel eines Geodreiecks (Fig. 3 und Fig. 4).
a) Uberlege, worauf das Messverfahren

beruht. Erklart euch das Verfahren gegen-

Die in Aufgabe 13 nach-
gewiesene Beziehung
fiihrt zu folgendem
Satz:

Die Seitenhalbierenden
eines Dreiecks teilen
einander im Verhdltnis
2:1, wobei die léngere
Teilstrecke von der je-
weiligen Ecke des Drei-
ecks ausgeht.

seitig.

b) Bestimmt die Baumhéhe fiir das Mess- Augenschutz!
beispiel in Fig. 3.

¢) Bestimmt mit der ,Férstermethode”

. . . . R Q\
Hoh(?n von Baumen, Tirmen und Gebau swsm— 3 ).
den in eurer Umgebung. Fig. 3
15 52 Kann man bei der Methode aus Aufgabe 14 anstelle des Geodreiecks auch ein Fig. 4
Zeichendreieck wie in Fig. 5 verwenden?

Kannst du das noch?
16 Bestimme die Losungen des linearen Gleichungssystems.
a) 3x-2=2y b) x-2y-3=0 (9] %x—y=%
“2x+1-y 2x+2y+1=0 2x+1y=2 Fig. >

17 Auf sechs Kugeln sind die Buchstaben des Wortes ANANAS verteilt. Von den sechs Ku-
geln werden zuféllig vier Kugeln gezogen (Fig. 6) und hintereinander auf den Tisch gelegt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit entsteht das Wort ANNA?
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Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen

13-mal wird mit k =11
vergroflert. Wird insge-
samt mit 13 - 1,1 ver-
groBert?
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1 Zu Fotos kann man Vergréferungen
herstellen (Fig. 1).

a) Bestimme den Mafistab, mit dem die
Blite in Fig. 1 vergrofiert wurde.

b) VergréBere oder verkleinere Bilder mit
einem Kopierer. Wie kann man aus Original
und Kopie den Maf3stab ermitteln, ohne
die Einstellung des Kopiergerates zu ken-
nen?

2 Gegeben sind die Punkte A(-1]-1), B(3|-1), C(-1]1), 0(0]0) und P(5]0).

a) Zeichne das Dreieck ABC und strecke es von O aus mit dem Streckungsfaktor k, = 3.
Gib die Koordinaten der Eckpunkte des entstehenden Bilddreiecks A’'B'C’ an.

Berechne, auf welches Vielfache des Flacheninhalts des Originaldreiecks ABC der Flachen-
inhalt des Bilddreiecks wachst.

b) Strecke nun das in a) erhaltene Bilddreieck A'B'C’ an P mit dem Streckungsfaktor

k, =-0,5. Gib die Koordinaten der Eckpunkte des entstandenen Bilddreiecks A”"B"”C" an.
¢) Begriinde: Das Dreieck ABC lasst sich durch eine einzige Streckung direkt auf das Drei-
eck A”"B”C” abbilden. Wie grof} ist der Streckungsfaktor? Gib die Koordinaten des Stre-
ckungszentrums an.

d) Wo liegt das Zweitbild R” des Punktes R(3]0), wenn man eine zentrische Streckung
an O mit dem Streckungsfaktor k; =3 und danach eine Streckung an P mit dem Stre-
ckungsfaktor k, =-0,5 durchfiihrt? Deute das Ergebnis.

3 Bei einer zentrischen Streckung wird das Dreieck ABC mit a=6 c¢cm und h, = 4cm
auf das Dreieck A’'B'C’ mit dem Flacheninhalt A =18cm? abgebildet.

a) Wie grof} ist der Streckungsfaktor?

b) Welchen Umfang hat das Dreieck ABC, wenn A’B’C’ einen Umfang von 24 cm besitzt?

4 Ubertrage die Tabelle in dein Heft. Berechne fiir die Fig. 2 jeweils die Lange der
fehlenden Strecken und trage diese in die Tabelle ein.

SA SB AB Sc SD CD AC BD
12cm 18cm 15cm
7mm Imm 15mm
3,5cm 45cm 5,5cm

5 Ein Baum wirft im Sonnenlicht einen 4,80 m langen Schatten. Die danebenstehende
Person ist 1,80 m grof3, ihr Schatten ist 1,50 m lang. Berechne die Hohe des Baumes. Nutze
dabei Fig. 3 und beschreibe zwei unterschiedliche Losungswege.

Fig. 3



6 a) In Fig.1sind M, und M, jeweils die
Seitenmitten. Das Dreieck ABC hat den Fla-
cheninhalt 5cm?. Wie grof ist der Flachen-
inhalt des Dreiecks CM;M,?

b) Zeichne ein Dreieck ABC mit AB = 6cm
und h, = 4cm. Welchen Abstand von der
Seite AB hat eine Parallele zu AB, die den
Flacheninhalt des Dreiecks halbiert? Zeich-
ne die Parallele ein.

Fig. 1

7 Eine Pizza ,Italia” mit 25 cm Durchmesser kostet 5,80 €. Die gleiche Pizza kann man
auch mit einem Durchmesser von 28 cm bestellen. Welchen Preis sollte diese Pizza haben?

Begriinde deine Antwort.

8 224 In ,Gullivers Reisen” dem bekanntesten Werk des irischen Schriftstellers Jonathan
Swift reist Gulliver im Teil 1 nach Lilliput ins Land der Zwerge. In diesem klettern u.a. die
sechs Zoll kleinen Winzlinge auf seinem Korper herum. In Gullivers zweiter Reise nach
Brobdingnag wird er dagegen von einem Riesen verfolgt und fliichtet in ein Feld, dessen

Gerste vierzig Fu8 hoch ist.

a) Versucht mithilfe der obigen Informationen Naherungswerte fiir die Grof3e der Lilli-

putaner und der Riesen zu ermitteln.

b) Wie schwer ist etwa ein Bewohner des
Landes Lilliput und ein Riese? Nimm an,
dass Gulliver ca. 80 kg wiegt.

¢) Zum Schneidern von Gullivers Hose
wurde ein Stiick Stoff mit den Maf3en
1,40m x 1,20m bendtigt. Ermittelt grob den
Stoffbedarf fiir eine Hose eines Lilliputaners
und eines Riesen in cm? bzw. m2

d) Denkt euch weitere Fragen zur Welt der
Zwerge und Riesen aus und versucht sie zu
beantworten.

9 a) In Fig. 2 ist M der Seitenmittelpunkt
der Quadratseite. Welcher Bruchteil ist
nicht schraffiert? Begriinde rechnerisch.

b) In Fig. 3 ist M der Mittelpunkt der
Rechteckseite a. Welcher Bruchteil der
gesamten Rechteckflache ist schraffiert?
Berechne.

Fig. 2

Fig. 3

10 Von einer Pyramide soll durch einen ebenen Schnitt parallel zur Grundfliche eine
kleine Pyramide so abgetrennt werden, dass ihr Volumen nur noch % des Ausgangs-
volumens der Pyramide betragt. In welchem Verhaltnis stehen die Flacheninhalte der

Grundflachen beider Pyramiden zueinander?

11 a) Konstruiere ein Dreieck ABC mit B =60° s, =5cm und c:a=3:2.

b) Konstruiere zum Dreieck ABC mit a =5,3cm, b =3,2cm und c =5,8cm ein dhnliches

Dreieck mit einem Umkreisradius von 4cm.

Lo Contina

2 Groen
zur Auswahl

Normal g mi
25cm ¢

1ft = 30,48cm (1 Fuf3)
1,54 cm (1 Zoll)
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Sonne

Sonnendurch-
messer:
1392000 km

208 v Ahnlichkeit

12 Eine Trittleiter (Fig. 1) soll im Keller eingesetzt werden. Berechne, wie hoch der Kel-
ler mindestens sein muss, damit die Leiter aufgestellt werden kann. Ermittle, in welcher
Hohe sich die vierte Stufe liber dem Boden befindet.

13 Der Jakobstab (Fig. 2) ist ein einfaches Winkelmessgerat, das aus einem mit einer
Skala versehenen Langsstab besteht, auf dem ein kiirzerer, senkrecht dazu gerichteter
Querstab verschoben werden kann. Auf dieses um 1300 erfundene Instrument stiitzte
sich die Seefahrt des Mittelalters bei der Schiffsortbestimmung. Auf dem Land wurde der
Jakobsstab zur Bestimmung von Hohen und Entfernungen benutzt. Berechne die Hohe
FC eines Turms, wenn die Augenhdhe SE 1,6 m und die Entfernung EF zum FuB des Turms
56m betragt und am Jakobsstab SB =24cm und AB =18cm abgelesen werden (Fig. 3).

Fig. 2 Fig. 3

14 Eine Erbse von 6mm Durchmesser verdeckt gerade den Vollmond, wenn man sie

66 cm vom Auge entfernt halt (Fig. 4).

Bei einer totalen Sonnenfinsternis verdeckt der Mond die Sonne, weil der Mond seinen
Schatten auf die Erde wirft. Die Grof3e dieses Schattens hangt von der genauen Stellung
der Himmelskorper ab (Fig. 5). Berechne

a) den Durchmesser des Mondes,

b) die Entfernung der Sonne von der Erde,

wenn der Schatten des Mondes auf der 4
Erde einen Durchmesser von 245km hat e 4
und sich der Mond in 384000 km Entfer- I |
nung von der Erdoberflache befindet. 384000km

Fig. 4

15 a) Die Strecke AB in Fig. 6 wird in drei Teilstrecken geteilt.

Beschreibe anhand der Bildfolge die Vorgehensweise.

Begriinde, dass die Teilstrecken gleich lang sind. In welchem Verhaltnis stehen die
Parallelenabschnitte zueinander?

Fig. 6
b) Teile wie in Fig. 6 eine 11cm lange Strecke in fiinf gleiche Teilstrecken.
In welchem Verhaltnis teilt der von A aus betrachtete Endpunkt der zweiten Teilstrecke
die Gesamtstrecke?
¢) Teile eine 12cm lange Strecke im Verhaltnis 3:5.



16 Zu einer Strecke AB ist in Fig. 1 ein
Punkt T; innerhalb und ein Punkt T, aufer-
halb von AB konstruiert.

Beschreibe diese Konstruktion, die man
auch als harmonische Teilung der Strecke
AB bezeichnet.

Gib das Teilungsverhéltnis AT,:T,B an.
Vergleiche mit dem Verhéltnis AT,:T_B.

Fig. 1

17 Teile eine 8,4cm lange Strecke AB innen und auflen (harmonische Teilung)

a) im Verhaltnis 2:1

18 a) Begriinde die Ahnlichkeit der Drei-
ecke ABD und AEC in Fig. 2 und zeige,

dass % = ¢ ist.

b) Welche Aussagen ergeben sich fiir die
Hoéhenverhaltnisse :—b und :—7 Begriinde.
¢) Priife anhand einer geeigneten Zeich-

nung, ob die Aussagen aus a) und b) auch
fiir stumpfwinklige Dreiecke gelten.

b) im Verhaltnis 2:5.

d) Konstruiere ein Dreieck ABC mit h, = 4cm, hy =3cm und h_=5cm.
Anleitung: Nutze die Aussagen aus a) und b). Zeichne zunachst ein zu ABC ahnliches
Hilfsdreieck A'B'C" Strecke dieses dann zum Beispiel an einem seiner Eckpunkte, sodass

die Hohen im Bilddreieck die geforderten Langen haben.

Fig. 2

19 Fig. 3 zeigt den Strahlenverlauf bei der Bildentstehung an einer Sammellinse. Dabei
bezeichnet man g als Gegenstandsweite, b als Bildweite; G ist die Gegenstandshohe, B
die Bildhohe. Die Brennweite f der Linse hangt von ihrer Form und der Glasart ab.

A
G

g

a) Welcher Zusammenhang besteht zwi-
schen den Gréflen g, b, G und B, welcher
zwischen den Groflen b, g und f? Nutze
geeignete Strahlensatzfiguren.

b) Wie weit muss ein 1,6 m hoher Gegen-
stand von einer Sammellinse der Brenn-
weite 35mm entfernt sein, damit ein Bild
von 24 mm Hohe entsteht?

20 In welcher Entfernung von den beiden
runden Saulen in Fig. 4 befindet sich ein
Betrachter, fiir den die diinnere Saule gera-
de die dickere Saule verdeckt?

b 1
Fig. 3
— o
[ 2m 1,5m ||
le—7m —>]
h —h
=1 S ,
Fig. 4

Zum Nachdenken:
Wenn man ein Din-
A4-Blatt entlang der
kurzen Mittellinie faltet,
erhdlt man ein dazu
dhnliches DIN-A5-Blatt.
Wird dieses wiederum
so gefaltet, entsteht ein
DIN-A6-Blatt usw.

./

1
7a

Begriinde, dass die je-
weiligen Rechteckseiten
im Verhltnis V2 :1
stehen miissen.
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Exkursion Ahnlichkeit mit DGS

@

Einen Kreis mit Radius
abtragen.

210 v Annlichkeit

Gesetzmatfligkeiten und Zusammenhange bei zentrischen Streckungen kann man durch
das Experimentieren mit einem Geometrieprogramm erkennen.

Untersuchung der zentrischen Streckung

Zum Dreieck ABC wird eine zentrische
Streckung konstruiert. Dazu legt man das
Streckungszentrum S und den Streckungs-
faktor k als Verhéltnis der Teilstrecken EG
und GF fest (Fig. 1). Durch das Verschieben
des Punktes G auf der Strecke EF kann der

Streckungsfaktor k = % zwischen 0 und

unendlich verandert werden.

Fig. 2
Um den Punkt /-Lzu konstruieren (Fig. 2), zeichnet man in E beginnend einenicrai’iauf
dem die Lange SA von E aus abgetragen wird. Man erhalt den Punkt H und EH = SA.
Durch eine Parallele zur Strecke GH durch den Punkt F entsteht eine Strahlensatzfigur.

Aus dem ersten Strahlensatz folgt: (Es;g = % Da k= Szg ist, folgt H) =k - EH.
Die Lange der Strecke SA" entspricht damit der Lange der Strecke HJ . Durch das Abtragen
der Lange HJ, beginnend im Punkt S, erhalt man den Punkt A. Nach dem Ausblenden der

Hilfslinien konstruiert man in entsprechender Weise die Punkte B" und C'.

1 Konstruiere eine zentrische Streckung eines Dreiecks mit einem dynamischen Geo-
metrieprogramm.

72J Wie verandert sich die Lage von Bild und Original zueinander, wenn die Lage des
Streckungszentrums verandert wird?

73J Wie andert sich die Lage von Bild und Original zueinander, wenn der Streckungs-
faktor verandert wird?



Ahnlichkeitssitze am Kreis

Zeichnet man in einen Kreis zwei Sehnen ein, so kdnnen diese sich wie in Fig. 1 schnei-
den. Dabei werden die Sehnen in vier Teilstrecken unterteilt. Beobachtet man die Langen
der einzelnen Teilstrecken, so kann man Zusammenhange feststellen.

4 | a) Konstruiere einen Kreis mit zwei Sehnen wie in Fig. 1. Verdndere die Lage der
Sehnen und beobachte die Langen der Teilstrecken. Versuche, einen Zusammenhang zu
entdecken und diesen als Gleichung zu beschreiben.

b) Formuliere den Sehnensatz als Erkenntnis aus den Untersuchungen an Fig. 1. Beginne
wie folgt: ,Schneiden sich zwei Sehnen in einem Punkt E im Kreisinneren, dann gilt: ...

757} a) Konstruiere einen Kreis mit zwei Se-
kanten wie in Fig. 2. Miss die Ldngen der
Sekantenabschnitte SA, SB, AA, BB’ und
versuche, durch das Verandern der Figur
Zusammenhange zu erkennen.

b) Formuliere den Sekantensatz als Ergeb-
nis deiner Beobachtungen mithilfe einer
Verhaltnisgleichung. Vergleiche mit einer
Formelsammlung.

Fig. 2

jj a) Beweise den Sekantensatz. Zeige dazu zunachst, dass die Dreiecke SAB" und SBA’
in Fig. 2 ahnlich sind.

b) Wie verandert sich die Aussage des Sekantensatzes, wenn eine Sekante die spezielle Dieser Spezialfall des

Lage einer Tangente annimmt? Sekantensatzes ist der
Sekanten-Tangenten-
Satz.

Die Konstruktion eines maximalen Quadrats innerhalb einer vorgegebenen Figur

Soll in eine Figur ein maximales Quadrat J
eingezeichnet werden, so kann dies durch A 8
eine zentrische Streckung erfolgen. Stre-
ckungszentrum und Ausgangsquadrat
werden dabei so platziert, dass beim Zeich-
nen der gestreckten Figur ein maximales
Quadrat innerhalb der vorgegebenen Figur

entsteht. Um auf die richtige Lage des h i,\:

Lt —"""--
Ausgangsquadrats und des Streckungszen- =
trums zu kommen, kann man mit einem —4—c —

Geometrieprogramm experimentieren. 5

Fig. 3
7 | Konstruiere eine zentrische Streckung eines Quadrats, bei der der Streckungsfaktor k

B . B .
durch das Verdndern des Streckenverhaltnisses k = ]A:l eingestellt werden kann. Orien-

tiere dich an Fig. 3.

ij Suche fiir die Figuren Dreieck, Halbkreis, Kreissektor und Parallelogramm passende
Streckzentren und Lagen des Ausgangsquadrats, um ein maximales Quadrat durch zen-
trische Streckung in die Figur zu konstruieren.
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Riickblick

Ahnliche Figuren
Zwei Vielecke sind dhnlich, wenn sie in den Langenverhaltnissen
entsprechender Seiten und in der Grof3e entsprechender Winkel
Ubereinstimmen.

Zentrische Streckungen

Bei einer zentrischen Streckung mit dem Streckungszentrum S

und dem Streckungsfaktor k wird jeder Punkt P auf einen Punkt P’

abgebildet, der auf der Geraden durch S und P liegt und fiir den

gilt: SP’ = |k| - SP. Fiir k>0 liegen P und P’ auf derselben Seite

von S, fiir k <0 auf verschiedenen Seiten von S.

Fiir zentrische Streckungen mit dem Streckungsfaktor k gilt:

- Original- und Bildwinkel sind gleich grof3.

- Die Bildstrecke ist |k|-mal so lang wie die zugehorige Original-
strecke.

- Die Bildstrecke verlauft zur zugehorigen Originalstrecke parallel.

- Der Fliacheninhalt der Bildfigur ist k-mal so gro8 wie der der
Originalfigur.

- Das Volumen des Bildkorpers ist |k|3-maI so grof3 wie das des
Originalkorpers.

Original und Bild einer zentrischen Streckung sind ahnlich

zueinander.

Strahlensatze

In jeder Strahlensatzfigur verhalten sich die Abschnitte auf einem
Strahl (einer Geraden) wie die entsprechenden Abschnitte auf
dem (der) anderen.

SK _ SB’ SA _SB
== und T T (1. Strahlensatz)

In jeder Strahlensatzfigur verhalten sich die Abschnitte auf den
Parallelen wie die von S aus gemessenen entsprechenden Ab-
schnitte auf ein und demselben Strahl (ein und derselben Gera-

SB

den).
AB _SA AB_SB’
= "o und e (2. Strahlensatz)

Der erste Strahlensatz ist umkehrbar, der zweite nicht.

Ahnlichkeitsabbildungen

Durch zentrische Streckung und ihre Verkettung mit Kongruenz-
abbildungen wird zu einer Originalfigur F eine dazu dhnliche Figur
F" erzeugt (Schreibweise: F ~ F’).

Zentrische Streckungen und ihre Verkettungen mit Kongruenz-
abbildungen heiBen Ahnlichkeitsabbildungen.

Ahnliche Dreiecke

Stimmen zwei Dreiecke in der Grof3e zweier Winkel tiberein, sind
sie zueinander ahnlich (Hauptahnlichkeitssatz).

Weitere Ahnlichkeitssétze ergeben sich in Analogie zu den Kon-
gruenzsatzen.

212 v Annlichkeit

(Maf3e in cm)

3

AB =3,2cm; SB=5cm; SB’=12,5cm
Mit dem 2. Strahlensatz gilt:

AB _SB' _ 125cm
E_ SB 5cm
AB =25-AB=25-32cm=8cm

=25, also

Ahnlichkeit der Dreiecke
ABC und EBD: gemein-
samer Winkel 3, je ein
rechter Winkel, damit
AABC ~ AEBD




Training

1 Die Geraden g h und i in Fig. 1 sind
parallel. Berechne die Ldngen der Strecken
w, X, y und z (Maf3e in Fig. 1 incm).

2 Zeichne den Punkt S(2]2) und das
Fiinfeck ABCDE mit A(4]1), B(6]2), C(6]5),
D(4]6) und E(2]4) in ein Koordinaten-
system. Strecke das Fiinfeck von S aus

a) mit dem Streckungsfaktor k = 2,5,

b) mit dem Streckungsfaktor k = -1.

3 Mia und Kai peilen aus ihrem Zimmer-

fenster heraus einen Lichtmast auf der

anderen Straflenseite an. Um seine Entfer-
nung von der Hauswand zu berechnen, ha-
ben sie die Strecken im Zimmer gemessen
(Fig. 2). Die Fensteroffnung ist 1,20 m breit.

Welche Entfernung ergibt sich?

4 |n das Rechteck ABCD ist ein rechter Winkel eingezeichnet (Fig. 3; Mafle in cm).

a) Zeige, dass die Dreiecke AED, DEC und EBC &hnlich sind.

b) Wie lang sind die Strecken w, x, y und z?

5 a Begriinde die Ahnlichkeit der Drei-
ecke in Fig. 4.

b) Das groiere Dreieck ist das Bild des
kleineren bei einer zentrischen Streckung.
Wie grof3 ist der Streckungsfaktor k?

¢) Ubernimm die Dreiecke in dein Heft und
konstruiere das Streckungszentrum S.

6 Wie hoch ist der Turm in Fig. 5, wenn
d=18m, g=64m und e =26km sind?

7 Die Geraden g und h in Fig. 6 sind par-
allel. Wie lang sind die Strecken a und b

P

Fig. 2

Fig. 4

(Maf3e in Fig. 6 in cm)? [

8 Ein Bauplan wird so verkleinert, dass alle Lingen im MaRstab 1:5 erscheinen.
Auf wie viel Prozent hat sich dabei der Flacheninhalt verkleinert? Wie andern sich die

e

Langen, wenn der Flacheninhalt beim Kopieren um 125% grofer wird?

9 Gegeniiber einer Toreinfahrt steht ein
Polizeiauto, um das im Hof befindliche
10 m breite Hinterhaus zu observieren. Wie
weit muss der Wagen von der Toreinfahrt
entfernt sein, damit die gesamte Hausfront
eingesehen werden kann?

Losungen auf Seite 236 -239.

B

Hof

3,5m

1m

Haus

Fig. 5

C 3 B
4
5
X
E
w,
z
D y A
Fig. 3
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d)

2

a) (112) b) (1013) o 3I)

d) Die entsprechenden Geraden sind zueinander parallel,
also gibt es keine Losung.

3

a) S(112) b) S(-1,810,4)
4

Gleichungen: 3x + 4y =18; -5x + 6y =8
Losung: x=2; y=3

5

Anzahl der Zelte der Madchen: x

Anzahl der Zelte der Jungen: y

Gleichungen: x +y=12; 3x + 4y =43

Lésung: (517)

Es nahmen am Zeltlager insgesamt 15 Madchen und 28
Jungen teil.

6

a) x: Preis fiir einen Tag, y: Preis pro Kilometer (jeweils

in Euro)

Rechnung 1 fiihrt auf die Gleichung: x + 50y = 40.
Rechnung 2 fiihrt auf die Gleichung: 2x + 140y = 88.
Losung: x =30; y=10,2.

Also: 30,-€ fiir einen Tag und 20ct pro Kilometer

b) Es werden nur die Kosten fiir einen Tag betrachtet.

Bei Fix ergibt sich eine Rechnungssumme von 50€, wenn
man 100 km fahrt, und eine Rechnungssumme von 55 €,
wenn man 125km fahrt.

Bei mehr als 125km ist demnach der Tarif Car und Fahr von
German-Car giinstiger.

Vorher sollte man sich besser fiir Fix entscheiden, weil da der
Kilometerpreis 2 ct giinstiger ist als beim Tarif Car und Spar
von German-Car. Der Tarif Car und Spar von German-Car ist
nur genauso giinstig wie Fix, wenn man exakt 100 km fahrt.

€
60+ L
50 — Car und
Car und Spar
40+ Fix Fahr
30
201
10 T km
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Fig. 5
Kapitel V, Bist du sicher?, Seite 185

1

Die Sechsecke sind nicht dhnlich. Dies erkennt man zum
Beispiel beim Vergleich der einander entsprechenden Winkel.
So ist beispielsweise o <o’ und B <p'.

5>

&
& /B\

2

Das zu ABCD ahnliche Viereck A'B'C’'D’ kann zum Beispiel so
gezeichnet werden, dass A’ mit A zusammenfallt und B" auf
der Geraden AB liegt.

y

c

Losungen 235



Kapitel V, Bist du sicher?, Seite 189

1

Grafik siehe nachste Seite

2

Es existiert eine zentrische Streckung mit Streckungszentrum
(0]0) und Streckungsfaktor 3, die das Dreieck ABC auf das
Dreieck A'B'C’ abbildet, denn die Eigenschaften (1) bis (3) aus
dem Schiilerbuch S. 187 sind erfiillt.

Grafik siehe nachste Seite

Kapitel V, Bist du sicher?, Seite 192

1

a) V' =23-27cm3=8-27cm? = 216cm3

b) Fiir die Lange der Seitenkante des urspriinglichen Wiirfels
muss gelten: a =3cm, denn (3cm)? = 27cm?3. Also gilt fiir
den Flacheninhalt einer Seitenflache des urspriinglichen
Wiirfels: A =a?=9cm?2 Fiir den Flicheninhalt der gestreck-
ten Seitenfliche muss nun gelten: A’ =22-9cm? = 36cm?

Kapitel V, Bist du sicher?, Seite 195

1

a=247cm b =1125cm

2

Der Fernsehturm hat eine Hohe von 73,125m.
Kapitel V, Bist du sicher?, Seite 199

1

X =3cm y=08cm z=0,75cm

2
Die Flussbreite betragt 12m.

236 Losungen

Kapitel V, Bist du sicher?, Seite 204

1

a) Der Winkel <t DEC und der Winkel < CBA sind gleich

grof3. Ebenfalls gleich grof sind die Winkel <ACB und der
Winkel < ECD (Scheitelwinkel). Da die beiden Dreiecke in der
Grofie zweier Winkel ibereinstimmen, sind sie nach dem
Hauptahnlichkeitssatz dhnlich.

b) Es gilt: C=C’; E=B" und D = A. Weiter gilt

4,5cm =DE = AB' =k- AB = k- 75cm. Der Streckungsfaktor
k betragt also % Damit lasst sich berechnen:

ﬁ=B'_C’=k-ﬁ=%-19,5cm=’l1,7cm und
k-AC=AC =CE=CD=10,8cm,

also AC = -10,8cm =3 -10,8cm = 18cm.

Kapitel V, Kannst du das noch?, Seite 205

16
1

4 2
ax=7;y=-3

2 7 26
b)x=3;y=-5 OXx=9: Y3
17
Der beschriebene Ablauf kann durch ein Baumdiagramm
veranschaulicht werden:

3 2 1 2
6 A 5 N 4 N 3 A
kein ° kein 4 kein 3 kein

A N N A

o lw

ir die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich
212_1
5437 30"

F
321,
654

Kapitel V, Training, Seite 213

1

%=%, also W=%'5cm=2?0cm
5%5%, also X=%'5Cm=2,5cm
%=%, also y=%-6cm=3cm

i =29 also z=2-4cm =5 cm



Grafik zu Aufgabe 1, Seite 189

0
/ N
/ N
N
/
// D \\
N N
/ N )
/ N c
// / c
/ /
/ A
Ar \\\ B
%
Grafik zu Aufgabe 2, Seite 189
y /
779 Cl
\\
i / —
8 \\ -
\\
~— L
P \ —
/ B,
"
5
—1
4 —
7 _—
= —
—3 c
\\ 7
/ —~ _—
2
—~ B
=
1
ner—=
s) =~ | X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 3. M 15
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \

Losungen 237
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Mit x fiir den Abstand (in m), den der Lichtmast vom Haus
hat, ergibt sich %5 = 1=, also 1,42x =12x + 24 und

. 24 ’
damit x = 0’3 =10,9.
Der Lichtmast steht etwa 10,9 m vom Haus entfernt.
(Fur die ,schrag” gemessene Entfernung y (in m) ergibt sich
y =10,96.)

238 Losungen

4
a) Alle drei Dreiecke besitzen jeweils einen rechten Winkel.
Die Winkel < DEA und < EDC sind Wechselwinkel und folg-
lich gleich grof3. Damit stimmen die Dreiecke AED und DEC in
den Groflen zweier Winkel liberein, sind also ahnlich.

Da auch die Winkel <t DCE und < BEC Wechselwinkel sind,
stimmen auch die Dreiecke DEC und EBC in den Gréflen
zweier Winkel tiberein, sind also ebenfalls dhnlich.

Das Dreieck DEC ist ahnlich zum Dreieck AED und auch ahn-
lich zum Dreieck EBC. Also sind auch die Dreiecke AED und
EBC ahnlich.

b) w =3,75cm; x =6,25cm; y=3cm; z=2,25cm

5

a) Die Seiten der Dreiecke sind paarweise parallel. Also stim-
men die Dreiecke in den Grofien ihrer Innenwinkel {iberein
und sind ahnlich.

byk=9_6 =15

9]
S

6
f_d -d .. 18, _
k- also f= g =& 2,6km =73125m
Der Fernsehturm ist etwa 73 m hoch.
7

a _15cm _15 ~
28cm = 17cm also a = 17 2,8cm = 2,47cm

b _ 1,5¢cm _15 . _
24cm = Bom + 17cm ¢ also b = 32 2,4cm =1125cm

8

Der Flacheninhalt verkleinert sich auf % , das sind 4% des
urspriinglichen Flacheninhalts.

Wird der Flacheninhalt um 125% vergrofiert, so ist der
Flacheninhalt in der Kopie 2,25-mal so grof3 wie im Original.
Alle Langen vergrofiern sich dabei auf das 1,5-Fache, das
bedeutet einen Langenzuwachs von 50 %.



9

Mit x fiir den Abstand des Polizeiautos von der Toreinfahrt
(in m) ergibt sich %5 =2, also 10x = 3,5(x + 11) und
. 35-
damit x = c5 = 5,92.
Das Polizeiauto darf hochstens etwa 5,92 m von der Torein-

fahrt entfernt sein.

Losungen 239



Vernetzung Heuristische Strategien

Beim Spiel ,Tiirme von Hanoi” sollen
die Scheiben vom linken Pflock auf den
( H‘ rechten Pflock nach folgenden Spielregeln

Ubertragen werden.
u - Der mittlere Pflock darf verwendet wer-
den.

"ﬂ ( - Es diirfen immer nur einzelne Scheiben
u

bewegt werden.
- Es darf nie eine grofiere auf einer kleine-
ren Scheibe liegen.

Bei schwierigen Aufgaben weif man haufig nicht sofort, wie bei ihrer Losung vorzugehen
ist. Es gilt dann, sich einen geeigneten Losungsweg zu erarbeiten. Dabei sollten folgende
l Schritte (man nennt sie auch heuristische Regeln) eine Rolle spielen:

(1) Analyse der Situation
- Erfasse, was gegeben und was gesucht ist.

l - Uberpriife, ob du die auftretenden Begriffe und Redeweisen verstehst.
- Wenn moglich, veranschauliche dir den Sachverhalt durch eine Skizze.

(2) Erarbeitung eines Losungsweges
- Fiihre passende Bezeichnungen ein.
- Suche nach Aussagen, die mit der Aufgabe zusammenhangen kdonnten.
l - Ubertrage in der Aufgabe gegebene Bedingungen in die Sprache der Mathematik.
- Ziehe Folgerungen aus den Voraussetzungen (Vorwartsarbeiten).
- Suche nach Bedingungen, die zur Losung fiihren konnten (Riickwartsarbeiten).

(3) Darstellung der Lésung
- Beschreibe deinen Losungsweg und gib die Folge der Losungsschritte an.
- Begriinde deine Losungsschritte.

(4) Kontrolle der Lésung

- Uberpriife die Berechtigung jedes einzelnen Lésungsschrittes.

- Priife die Korrektheit der einzelnen Schritte und ob dein Ergebnis sinnvoll ist.
- Formuliere deine Antwort zur Aufgabenstellung.

Betrachten wir als Beispiel das Spiel ,Tiirme von Hanoi”. Nutzen wir die Strategie des
Vorwartsarbeitens, dann lberlegen wir uns, wie wir vorgehen miissen, damit unter
Beachtung der gegebenen Regeln die Scheiben schrittweise vom linken Pflock auf den
rechten Pflock bewegt werden. Um die grofite Scheibe rechts ablegen zu kénnen, miissen
zunachst die kleine und die mittlere Scheibe auf andere Blocke abgelegt werden. Werden
die kleine Scheibe rechts und die mittlere Scheibe in der Mitte abgelegt,

(—

kann man nach 5 weiteren Schritten das Ziel erreichen.
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Bei Nutzung der Strategie Riickwdrtsarbeiten gehen wir vom Ziel (oder Ergebnis) aus
und Uberlegen uns, in welchen Schritten die Scheiben vom linken Pflock auf den rech-
ten Pflock bewegt worden sind. Im letzten Schritt muss die kleine und im vorletzten
Schritt die mittlere Scheibe rechts abgelegt worden sein. Wo sollten diese sich vorher
befunden haben?

Die Abbildung zeigt eine Moglichkeit:

e

Zu finden ist dann noch, durch welche Schrittfolge diese Lage der Scheiben erreicht wer-
den kann.

Die Beschaftigung mit Gliicksspielen war eine der Grundlagen fiir die Entwicklung der
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Folgende Aufgabe hat in der Zeit von 1494 bis 1654 die
Fachwelt stark beschaftigt:

Zwei Spieler A und B mit gleichen Gewinnchancen pro Partie spielen gegeneinander.
Sieger ist derjenige, der zuerst 6 Partien gewonnen hat. Er erhalt einen Geldbetrag.
Die beiden Spieler miissen das Spiel abbrechen, als A bereits fiinf und Bzwei Partien
gewonnen haben. Wie ist der Geldbetrag aufzuteilen?

Damals bedeutsame Mathematiker schlugen folgende Aufteilung vor:

Luca Pacioli 5:2
Fontana Tartaglia 4:1
Blaise Pascal, Pierre de Fermat 15:1

Mit welchem der Vorschlage konntest du dich anfreunden? Versuche, dabei eine
Begriindung fiir deine Auffassung zu formulieren.

Wollen wir das Problem mathematisch 16sen, miissen wir dieses Spiel erst einmal naher
untersuchen. Wenn die Gewinnchancen gleich sind, dann hat jeder Spieler in jeder Partie
eine Gewinnchance von 0,5. Jede Partie ist ein Zufallsexperiment und nach 7 Durchfiihrun-
gen solcher Zufallsexperimente steht es 5:2 fiir A. Ausgehend von diesem Spielstand kon-
nen wir ein Baumdiagramm erstellen, das den weiteren Verlauf dieses Zufallsexperiments
beschreibt. Dabei ist zu beachten, dass nach der Spielregel der Wettbewerb zu Ende ist,
wenn einer der beiden Spieler 6 Partien gewonnen hat.

Es ergibt sich folgendes Baumdiagramm:

A:B A:B A:B A:B jeweils
1 1 1 1
A:B 2 : 6:2 2 : 6:3 2 : 6:4 2 : 6:5 Sieg fir A
5:2 1 5:3 1 5:4 1 5:5 1 5:6 Sieg fir B
2 2 2 2
Daraus ergibt sich: P(SiegfﬂrA)=%+%+%+%=%

P(Sieg fiir B) = 7
Demnach ist der Gewinn im Verhaltnis 15 zu 1 aufzuteilen.
Es ist schon erstaunlich, wie wir jetzt in Klasse 8 mit solchen Hilfsmitteln wie Baumdia-
gramm und Pfadregeln Probleme |6sen kdnnen, die beriihmte Mathematiker fritherer
Jahre nicht oder erst nach langer Zeit 16sen konnten.
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Aufgaben

1 In einem neu angelegten Teich wichst eine Seerose. Jeden Tag verdoppelt die Pflanze
ihre Grofle. Nach 11 Tagen ist der gesamte Teich zugewachsen. Wie lange hatte das Zu-
wachsen des Teiches gedauert, wenn man zwei Seerosen eingepflanzt hatte?

2 Paul und Bruno besitzen jeweils ein Aquarium mit Fischen. Paul sagt zu Bruno:
»Schenk mir einen deiner Fische, dann habe ich doppelt so viele wie du”. Bruno antwortet:
»Nein, aber schenk du mir einen deiner Fische, dann haben wir beide gleich viele.”

Wie viele Fische haben Paul und Bruno in ihren Aquarien?

3 In einem Lager befanden sich 100kg Beeren. Eine Analyse ergab, dass die Beeren
99% Wasser enthielten. Spater wurde die Analyse wiederholt und diese ergab einen Was-
sergehalt von 98 %.

Wie viel wogen die Beeren jetzt?

4 Bei einer Geburtstagsfeier wird folgendes Hiitespiel gespielt:

In einer Schachtel befinden sich fiinf Hiite, zwei davon sind weif3, drei schwarz. Finn,
Simon und Timm setzen sich hintereinander auf drei Stiihle und bekommen je einen die-
ser Hiite aufgesetzt. Sie wissen nicht, welche Farbe ihr Hut hat. Timm sieht, welche Farbe
die Hiite der beiden vor ihm Sitzenden haben, und Simon sieht, welche Farbe der Hut von
Finn hat. Nur Finn besitzt keinerlei Informationen.

Zunachst wird Timm gefragt, ob er sagen kann, welche Farbe sein Hut hat. Er antwortet:
»Nein” Als nachster wird Simon gefragt, seine Antwort ist dieselbe. Als man dann Finn
fragt, antwortet dieser: ,Mein Hut ist schwarz”.

Wie kam er darauf?

5 Auf einem Teich, der weder Zufluss noch Abfluss hat, befindet sich ein Boot mit zwei
Jungs. Einer der beiden wirft aus dem Boot einen Cent ins Wasser. Wird dadurch der Was-
serspiegel des Teichs steigen, fallen oder unverandert bleiben? (Vielleicht fallt dir die Ent-
scheidung leichter, wenn du dir anstelle des Cent einen grofien Steinbrocken vorstellst! )

6 Der indische Zauberer Randi hat einen
13 x 13 Fuf3 groflen Teppich. Er mochte ihn
in einen Teppich mit den Mafien 8 x 21 Fuf

umarbeiten lassen, ohne dass dabei Ab- \
fall entsteht. Den Einwand des Meisters,
dass dies nicht gehe, da 13-13 =169 aber
8-21 =168 ist, entkraftet er durch die Vor-
lage seines Zerlegungsplanes:

Wer von beiden hat recht? Begriinde deine Aussage.

7  Ein Milchverkaufer hat nur einen 5-Liter- und einen 3-Liter-Krug zur Verfiigung, um die
Milch aus der groflen Milchkanne fiir seine Kundschaft abzumessen.
Wie kann er einen Liter abmessen, ohne Milch vergief3en zu miissen?

8 In einem Dreieck ist eine Seite 18cm und eine zweite Seite 24 cm lang. Finde jeweils
eine dritte Seite so, dass aus den drei Seiten ein rechtwinkliges, ein spitzwinkliges bzw.
ein stumpfwinkliges Dreieck entsteht.
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9 In einem sehr alten Ratsel wird von einem Schausteller berichtet, der mit einem Wolf,
einer Ziege und einem Kohlkopf tbers Land reiste. Er kam dabei an einen Fluss. Die ein-
zige Hilfe, an das andere Ufer zu gelangen, war ein kleines Boot. Mit dem Boot konnte
aber auf3er ihm nur entweder der Wolf, die Ziege oder der Kohlkopf auf die andere Seite
des Flusses gebracht werden.

Ungliicklicherweise konnte er nicht den Wolf mit der Ziege und auch nicht die Ziege mit
dem Kohlkopf allein lassen, da der Wolf die Ziege bzw. die Ziege den Kohlkopf gefressen
hatte. Nach griindlicher Uberlegung fand der Schausteller aber eine Méglichkeit, all sein
Hab und Gut sicher tiber den Fluss zu bringen.

Wie musste er vorgehen?

10 Aus zehn Miinzen wird ein Dreieck, wie
in Fig. 1 dargestellt, gelegt.

Wie viele Miinzen miissen mindestens
bewegt werden, um das in Figur 2 dar-
gestellte Dreieck zu erzeugen?

Fig. 2

11 Neben fiinf normalen Miinzen befindet sich in einer Tasche eine Miinze, die auf bei-
den Seiten ein Wappen hat. Aus diesen sechs Miinzen wird zuféllig eine gezogen und
diese fiinfmal geworfen. Bei all diesen Wiirfen liegt bei der Miinze das Wappen oben. Wie
grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die gezogene Miinze eine normale Miinze ist?

12 Ein Quadrat mit der Seitenldnge 10 cm wird durch drei Strecken, die parallel zu den A
Seiten sind, in Rechtecke zerlegt (Fig. 3). c
Bestimme den Umfang des kleinsten und des grofiten Rechteckes, wenn B doppelt so B
grof3, C dreimal und D viermal so grof} wie A sind!

13 Luis hat zwei (natiirlich quadratische) Schachbretter. Das kleinere Brett hat einen Um-
fang von 112cm. Der Umfang des Grofieren betragt 212cm, ist also einen Meter langer.
Wie grof3 ist dann der Abstand d der Seitenkanten der beiden Bretter, wenn man sie wie Fig. 3
in Fig. 4 aufeinander stellt?

Nun stelle man sich vor, man hatte ein Quadrat mit einer Flache von einem Quadratkilo-
meter. Man verlangert jetzt wie oben den Umfang des Quadrats um einen Meter und

legt die Quadrate wie in Fig. 4 ineinander. Wie weit sind jetzt die Seiten der beiden Quad-
rate voneinander entfernt?

14 In einer Hohle stehen vier Personen, die die Hohle durch den einzigen Ausgang wie-
der verlassen wollen. Dabei ist zu beriicksichtigen:
(1) Die Personen sind unterschiedlich schnell:
A bendtigt fiinf, B vier und C zwei Stunden, D schafft es in einer Stunde.
(2) Der Weg ist so dunkel und gefahrlich, dass man ihn nur mit (leuchtender)
Taschenlampe gehen kann. Es gibt aber nur eine Taschenlampe.
(3) Die Hohle ist so eng, dass stets nur maximal zwei Personen gleichzeitig
den Weg benutzen koénnen.
(4) Die Taschenlampe brennt nur 12 Stunden.
Finde heraus, wie die vier es anstellen miissen, dass sie alle die Hohle in der verfiigbaren
Zeit verlassen konnen.
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Mathematik ist mehr als Rechnen. Mit Mathematik kann man die Welt um uns herum beschreiben und verstehen,
Probleme in ihr 16sen und Vermutungen aufstellen und begriinden. Hierzu bendtigt man verschiedene Fahigkei-
ten, die durch die acht Symbole dargestellt sind. Diese begleiten dich durch dein Schulbuch und weisen darauf
hin, welche Schwerpunkte im jeweiligen Kapitel eine Rolle spielen. Du lernst zum Beispiel:

v

A

Warum ein mathematischer Satz Hand und
Fuf3 hat und warum man beim Lesen von
Zeitungsartikeln Kopfchen beweisen sollte.

Du I6st spannende Fragen und Probleme und
lernst dabei weitere Strategien, die du immer
wieder anwenden kannst.

Interessante Fragen aus dem Alltag und

aus der Umwelt kannst du mithilfe von
Mathematik beschreiben sowie die mathe-
matischen Losungen in den jeweiligen Situa-
tionen deuten.

Du verwendest elektronische Werkzeuge wie
z.B. den grafikfahigen Taschenrechner (GTR),
Computeralgebrasysteme (CAS), dynamische
Geometriesoftware (DGS) und Tabellenkal-
kulation.
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Eine Gleichung mit einer Variablen zu l6sen
ist leicht. Aber wie |6st man ein lineares
Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und
zwei Variablen? Bald ist das auch kein Pro-
blem mehr fiir dich.

Funktionen zeigen Zusammenhange zwi-
schen Grofien. Hier erfahrst du, auf welche
verschiedenen Arten man eine Funktion dar-
stellen kann.

Die Welt ist voller Formen und Figuren. Hier
kannst du geometrische Zusammenhange er-
kennen, Gr6B8en messen und berechnen.

Wahrscheinlichkeiten kann man schatzen und
berechnen. Hier lernst du verschiedene In-
strumente und Methoden dafiir kennen.
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